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Introduccion

En el mddulo anterior, se han presentado y estudiado las propiedades fundamentales que
puede poseer un sistema: linealidad, invariancia temporal, causalidad, estabilidad, memoria e
invertibilidad. De entre ellas, las dos primeras (la linealidad y la invariancia temporal) son
singularmente importantes para la teoria de sefiales y sistemas. Tanto es asi, que en este
maédulo, y en los mddulos posteriores, vamos a centrar el foco de nuestro estudio en aquellos
sistemas que poseen simultdneamente ambas propiedades: los sistemas LIT (lineales e
invariantes en el tiempo).

Pero, écudles son las razones de la importancia de estas dos propiedades? Fundamentalmente,
son dos:

1. Una gran cantidad de procesos fisicos poseen estas dos propiedades, o, en su defecto,
pueden ser modelizados como sistemas LIT de forma tal que la modelizacidn obtenida
es lo suficientemente exacta y robusta como para poder trabajar con ella.

2. La familia de los sistemas LIT posee la peculiaridad de que puede ser estudiada y
analizada en su totalidad y en un alto grado de detalle mediante un Unico corpus
tedrico; es decir, que todo sistema LIT, por el mero hecho de serlo, puede ser
modelizado y estudiado exactamente del mismo modo que cualquier otro sistema LIT.
Esto no sucede, por ejemplo, con los sistemas no lineales. No existe una teoria general
de los sistemas no lineales que permita englobar bajo un mismo paraguas toda la
familia de sistemas no lineales: cada sistema no lineal presenta sus peculiaridades y ha
de ser estudiado de forma individualizada.

De hecho, la combinacién de ambas razones es de gran importancia en el campo de la
ingenieria, puesto que el manejo de una Unica teoria de sistemas ya permite el desarrollo de
muchos de los ambitos de trabajo propios de dicho campo: electrdnica, sistemas de
comunicaciones, antenas, procesamiento de audio, etc.

Asi pues, en el presente mdédulo se desarrolla la parte de la teoria de sefiales y sistemas
consistente en la modelizacién y caracterizacion de los sistemas LIT en el dominio del tiempo.
La primera seccion del médulo estd dedicada a presentar la operacidn convolucién, entendida
tanto como mecanismo de obtencion de la sefial de salida de un sistema LIT a partir de su
respuesta impulsional, como operacion que puede establecerse entre dos sefiales cualesquiera
y que, como tal, posee unas ciertas propiedades y acarrea un cierto procedimiento de calculo.

En la seccién segunda, veremos cdmo todo sistema LIT puede ser caracterizado en su totalidad
a partir Unicamente de su respuesta impulsional: tanto el cdlculo de su salida ante cualquier
sefial de entrada (esto ya se ve en la seccién primera), como los sistemas resultantes de la
asociacion de sistemas LIT, o las propiedades que puede poseer o no un sistema LIT.

A continuacion, en la tercera seccién del médulo, se presenta la forma que adopta la relacién
entrada-salida de los sistemas LIT que mds habitualmente nos encontraremos en la practica.
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Veremos cdmo obtener la respuesta impulsional de dichos sistemas y, también, como pueden
ser caracterizados atendiendo a la forma de su relacién entrada-salida.

Y, finalmente, la seccién cuarta esta dedicada a presentar, demostrar y analizar un importante
teorema que cumple todo sistema LIT: el teorema de las autofunciones. Ademas de ver en qué
consiste y cual es su utilidad practica, también veremos que las consecuencias de este teorema
son de una importancia capital en la teoria de senales y sistemas.
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Objetivos

Los principales objetivos de este mddulo son los siguientes:

1.

Conocer la operaciéon convolucidn, saber deducir su origen y conocer tanto sus
propiedades como su procedimiento de calculo.

Entender que conocer la respuesta impulsional de un sistema LIT es equivalente a conocer
el sistema en su totalidad.

Saber cdmo caracterizar enteramente el comportamiento de cualquier sistema LIT solo a
partir de su respuesta impulsional.

Entender que, en términos algebraicos, un sistema LIT no es sino una matriz, puesto que
implementa una transformacién lineal de una sefial (i.e. d’un vector).

Conocer la forma que adopta la relacidn entrada-salida de los sistemas LIT mds habituales
en la priactica.

Saber calcular la respuesta impulsional de los sistemas LIT mds habituales en la préctica,
asi como caracterizar su comportamiento, a partir de su relacidon entrada-salida.

Conocer el teorema de las autofunciones y saber demostrar por qué todo sistema LIT
cumple dicho teorema.

Entender el significado del teorema de las autofunciones de los sistemas LIT, saber cudles
son sus consecuencias y comprender el alcance y la importancia de dichas consecuencias.



Universitat Oberta de Catalunya 9 Sefiales y sistemas | (Médulo 3)
(uoq) Caracterizacion temporal de sistemas LIT

1. La operacion convolucion

En esta seccidn se presenta una nueva operacion entre sefiales. Es decir, en esencia, y mas alla
de las operaciones basicas entre sefiales que ya conocemos (suma, resta, producto, divisién y
potencia), vamos a definir un mecanismo de calculo que, dadas dos o mas sefiales, va a dar
como resultado una nueva sefal. Esta nueva operacién se denomina «convolucién» y, como
seguidamente veremos, tiene su origen en la deduccién de cudl es la forma que adopta la
sefal de salida de todo sistema LIT ante cualquier sefial presente en su entrada.

A modo de recordatorio, conviene tener muy presente que, de ahora en adelante, vamos a
trabajar siempre con sistemas LIT, o sea, con sistemas que poseen, al menos vy
simultaneamente, las propiedades de linealidad e invariancia temporal. En este sentido, si
recuperamos las definiciones de ambas propiedades (ya presentadas y estudiadas en el
madulo anterior) y las unimos en una Unica definicion, podemos afirmar que todo sistema LIT,
por el mero hecho de serlo, cumple con lo siguiente:

Todo sistema LIT preserva en su salida toda posible combinacion lineal y todo posible
desplazamiento horizontal de cualesquiera sefiales que estén presentes en su entrada.

Por lo tanto, dada una combinacidon lineal arbitraria de cualesquiera M seiiales
arbitrariamente desplazadas en el tiempo que esté presente en la entrada de un
sistema LIT S, su salida sera la misma combinacion lineal de las M respuestas del
sistema S ante cada una de esas sefiales sin desplazar por separado, estando sometida
cada una de esas respuestas al mismo desplazamiento horizontal arbitrario al que esta
sometida su correspondiente sefial de entrada:

M M M
y(t) = Ts{x(t)} = Ts Z a;x;(t £ ti)} = Z a;Te{x;(t £ t)} = ) ayi(txt) (1)
=1

i=1 i=1 i
M M M

ylnl = Tyfxlnl} = Ts{ > awifn £ ni]} =) aTstuln £ nl} = ) ayilntny (2
i=1 i=1 i=1

alli donde M € Z, con M = 1; donde los pesos a; son constantes, en general, complejas
(a; € C, Vi € {1,...,M}); donde los desplazamientos t; y n; son constantes reales y
enteras, respectivamente (t; € R,n; € Z, Vi € {1, ..., M}); donde y;(t) = Ts{x;(t)} e
yiln] = Te{x;[n]}, Vi € {1, ..., M}; y donde S es un sistema LIT analdgico en (1) y un
sistema LIT digital en (2).

Dicho todo lo cual, la operaciéon convolucién como tal es deducida, en primer lugar, en el
apartado 1.1; y, en segundo lugar, los apartados 1.2 y 1.3 estdn dedicados al andlisis de la
operacion convolucién en cuanto que operacion entre dos sefiales cualesquiera.
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1.1.Deduccion de la convolucion

En este apartado, se llevan a cabo separadamente las deducciones de la convolucidn analégica
y la convolucién digital en los subapartados 1.1.1 y 1.1.2, respectivamente. Esto es debido a
gue, aunque ambos procesos de deduccién son andlogos, la forma que adopta la operacion es
diferente en cada caso.

Una vez hechas ambas deducciones, ya sabremos en qué consiste la operacién y ya podremos
entender la importancia de la respuesta impulsional en los sistemas LIT, cuestidn que es
abordada en el subapartado 1.1.3.

1.1.1. Sistemas LIT analdgicos: la integral de convolucion

De entrada, recordemos que la respuesta impulsional de cualquier sistema analdgico S se
define como la salida del sistema cuando su entrada es una delta de Dirac:

h(®) = Ts{5(6)} (3)

Entonces, como ya se mostré en el primer mddulo, toda sefal analégica puede ser expresada
como el resultado de una combinacidn lineal de deltas de Dirac ponderadas por los valores
de amplitud de la sefial:

+ oo

x(t) = f ()8t — 1)dr (4)

—00

Esto nos permite expresar cualquier sefal presente en la entrada de cualquier sistema
analdgico S bajo la forma de dicha combinacidn lineal:

+ 00

(O = Ts(x(®)} = Ty f x(D)8(t — 7)dr (5)

— 00

Si S es un sistema LIT, podemos aplicar (1) y (3) en (5) y expresar su salida tal que asi:

y(t) =Ts J x(1)6(t —)dt; = f x(0) Te{6(t —1)}dt = f x(D)h(t —1)dTt (6)
—© —0 h(t-1) —oo

Por tanto, la sefal de salida de cualquier sistema LIT analégico es el resultado de una
operacion entre su sefial de entrada y su respuesta impulsional denominada «integral
de convolucién» (en general, indicada mediante el simbolo *):

+ oo

Y(©) = Ts(x(@®)} = 2(8) * h(t) = f *(Dh(t = 1)dz 7)

—00
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1.1.2. Sistemas LIT digitales: el sumatorio de convolucion

Andlogamente, recordemos también que la respuesta impulsional de cualquier sistema digital
S se define como la salida del sistema cuando su entrada es una delta discreta:

hin] = Ts{s[n]} (8)

Entonces, como ya se mostrd en el primer mddulo, toda sefal digital puede ser expresada
como el resultado de una combinacidn lineal de deltas discretas ponderadas por los valores
de amplitud de la seiial:

+ 00

x[n] = Z x[m]8[n —m] (9)

m=—coo

Esto nos permite expresar cualquier sefial presente en la entrada de cualquier sistema digital S
bajo la forma de dicha combinacidn lineal:

yln] = Ts{x[nl} = Ts{ > almlsin - m]} (10

m=—oo

Si S es un sistema LIT, podemos aplicar (2) y (8) en (10) y expresar su salida tal que asi:

y[n]zTS{ Z x[m]c?[n—m]}z Z x[m] Ts(8[n — m]} = Z x[mlhn —n (11)

m=—oo m=—oo h[n-m] m=—coo

Por tanto, la senal de salida de cualquier sistema LIT digital es el resultado de una
operacion entre su sefal de entrada y su respuesta impulsional denominada
«sumatorio de convolucion» (en general, indicada mediante el simbolo *):

+ 00

y[nl = Ts{x[n]} = x[n] * h[n] = Z x[m]h[n —m] (12)

m=—0o

1.1.3. Los sistemas LIT y su respuesta impulsional

Como ya se ha indicado, la convolucién es una operacién perfectamente aplicable a dos
sefales cualesquiera, al margen de que estas sean o no la sefial de entrada y la respuesta
impulsional de un sistema LIT, respectivamente. Ahora bien, de las ecuaciones (7) y (12) se
derivan consecuencias de gran importancia para la caracterizacién de los sistemas LIT.

En primer lugar, de (7) y (12) se sigue que la respuesta impulsional de un sistema LIT permite
conocer, mediante el calculo de la convolucidn, la salida del sistema ante cualquier seiial de
entrada, la cual cosa equivale a conocer al sistema en su totalidad. Como ya sabemos, es la
relacidn entrada-salida de un sistema lo que permite calcular su salida ante cualquier entrada,
y esto es debido a que la relacion entrada-salida describe el sistema en su totalidad. Por tanto,
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y analogamente, la respuesta impulsional de un sistema LIT describe al sistema en su
totalidad, permitiendo su completa caracterizacion. Esta cuestion sera estudiada en detalle
en la seccion 2 de este mismo mddulo, una vez completada la presentacién de la operacion
convolucién como tal que se lleva a cabo en esta primera seccién.

En segundo lugar, de lo anterior se deduce que la importancia de las sefiales delta no se limita
Unicamente a la caracterizacidén de cualquier sefial (como ya vimos en el primer mddulo), sino
que, indirectamente, también permiten caracterizar cualquier sistema LIT del cual se conozca
su respuesta impulsional (esto es, su salida ante una sefial delta). En el apartado 1.2 de este
mismo mddulo, al estudiar las propiedades de la operacién convolucién, veremos que varias
de ellas pueden ser consideradas como una ampliacién de las propiedades de las sefales delta.

Finalmente, y en tercer lugar, dada su estrecha relacién con la seial delta, sucede que la seiial
escalon unitario también es de gran importancia en la caracterizacion de los sistemas LIT.
Recordemos cémo puede obtenerse la sefial delta a partir de la sefial escaldn unitario:

du(t) I u(t + At) —u(t)
dt Ao At
6[n] = u[n] —u[n — 1] (14)

6(t) = (13)

Se observa que ambas expresiones estan constituidas por operaciones estrictamente lineales e
invariantes en el tiempo:

e En(13), la delta de Dirac es expresada como la resta de dos sefiales dividida entre una
constante (muy pequefia, de ahi el limite), donde ambas sefales son un escaldn
unitario adelantado At segundos y un escaldn unitario sin mas.

e Por su parte, en (14), la delta discreta es expresada como la resta de un escalén
unitario menos un escaldn unitario atrasado una muestra.

Claramente, por tanto, la respuesta impulsional de un sistema LIT S puede obtenerse
directamente a partir de su respuesta ante un escalén unitario:

du(t)} _r {lim u(t + At) — u(t)} B
=T =

h(t) = Ts{s(8)} = Ts{

dt At—0 At
(15)
I Tofu(t + A0} — Te{u(@®)} . w(E+AD) —» ()  dy,(0)
im = lim =
At—0 At At—0 At dt
h[n] = Ts{s[n]} = Ts{uln] — uln — 11} = Ts{u[n]} — Ts{uln — 1]} = (16)

yuln] —yun —1]

alli donde y,(t) es la salida del sistema LIT analégico S ante un escalén unitario en (15), y
donde y,, [n] es la salida del sistema LIT digital S ante un escalén unitario en (16).

De este modo, se observa que, dado cualquier sistema LIT «caja negra» del cual no se conoce
nada mds que su respuesta ante un escaldn unitario, automaticamente también se conoce su
respuesta impulsional, la cual puede ser calculada mediante (15) o (16), segln corresponda.
Obviamente, el célculo inverso (es decir, la obtencién de la salida del sistema LIT «caja negra»
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ante un escaldn unitario conocida solo su respuesta impulsional) también es posible mediante
el cdlculo de la convolucién entre el escaldn unitario y la respuesta impulsional, es decir,
aplicando (7) o (12), segln corresponda.

Asi pues, conocer la salida de un sistema LIT ante escaldn unitario es equivalente a conocer
su respuesta impulsional y, por tanto, es equivalente a conocer el sistema en su totalidad.

1.2.Propiedades de la convolucion

En este apartado se presentan las propiedades que posee la operacidon convolucidn entendida
estrictamente como una operacion entre dos sefiales cualesquiera. Por tanto, a lo largo de
este apartado, asi como a lo largo del apartado siguiente, se aplica la siguiente notacién:

5O @ 2 [ w@y - (17)
xlnl = xn 2 ) xilmlyln—m] (18)

alli donde x;(t) y x;(t) son dos sefiales analdgicas cualesquiera, y x;[n] y x;[n] son dos sefiales

digitales cualesquiera.

1.2.1. Propiedad conmutativa

La operacién convoluciéon es conmutativa, lo cual indica que el orden de las seiiales
implicadas en la convolucion no afecta al resultado de la misma (ver Demostracion 1):

X1 (1) * %2 (8) = x(t) * x1(¢) (19)

xq[n] * x3[n] = x;[n] * x4 [n] (20)

Demostracion 1

En primer lugar, hacemos la demostracién para el caso analdgico. Sean x; (t) y x,(t) dos sefiales
analdgicas cualesquiera. Se tiene que:

+00 (c=t—1)
0@ = [ a@ne-od=] 27 S -
—® T 40 =0 Fo (21)
- f x1(t — 0)xy(0)do = f %2(0)x1 (¢ — 0)do = x5(£) * 21 (£)

Y ahora demostramos el caso digital. Sean x; [n] y x,[n] dos sefiales digitales cualesquiera:
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il (k=n-m)
] s xlnl = ) xl[mlxz[n—m]={m=n—k }=

m=—o m- t+oo =k > Foo

" (22)
D aln =kl = ) w0kl [n - K] = %[0l « 0]
k=+0o0 k=—c0

1.2.2. Propiedad asociativa

La operacién convolucidon es asociativa, lo cual indica que el orden de calculo de
convoluciones sucesivas no afecta al resultado final (ver Demostracién 2):

x1(t) * x5(t) * x3(t) = (x1(t) * X (t)) * x3(t) = x1(t) * (xz () * x3 (t)) (23)

xp[n] * x3[n] * x3[n] = (x1[n] * x3[n]) * x3[n] = x;[n] * (xz[n] * x5[n])  (24)

Demostracion 2

Demostramos el caso analdgico. Sean x, (t), x,(t) y x3(t) tres sefiales analdgicas cualesquiera:

(@ 2@) @ = [ | [ 5@ - dr |- oo =

r(0), siendo r(t)=x4 (t)*x,(t)

A=0-1)
+00 +00 o= A+T
f x, (1) J X(0 — x5t —o)do |dt =<t—oc=(t—-1T)—1 ;= (25)
“ 0 do=d(A+1)=dA

o> too=1-> 40

+0o0 +oo

[ 5@ [ %0x(@-0-2d1 )dr =50« (50 «x)

—00 — 00

p(t—7), siendo p(t)=x, (t)*x3(t)

Demostramos el caso digital. Sean x, [n], x,[n] y x3[n] tres sefiales digitales cualesquiera:

(x1[n] * x5[n]) * x3[n] = Z ( Z x; [m]x, [l —m]>x3[n -] =

l=—00 \m=—00

(1], siendo r[n]=x1[n]*x,[n]

+00 +00 (k =1l- m)
> xl[m]<z xz[z—m]xs[n—11>= L k(= (26)
m=-—oo l=—0o0

> +oo=2k > too

> xfm] ( > wlklxln—m) - k]) = [ * o] « 23 D)

m=—oo k=—o

p[n—-m], siendo p[n]=x;[n]*x3[n]
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Una vez demostradas las propiedades conmutativa y asociativa de la convolucién, ya podemos
afirmar que, en general, la sefial resultante del cdlculo de dos 0 mas convoluciones sucesivas:

y(E) = x1(8) * x2(8) % -+ 2 () (27)
y[n] = x1[n] * x[n] * - % xpy [n] (28)

es independiente de cualquier cambio de orden en las sefiales implicadas en el calculo
(propiedad conmutativa) y del orden en el que se calculen las convoluciones de la sucesion
(propiedad asociativa).

1.2.3. Propiedad distributiva

La operacion convolucion es distributiva respecto de la suma, lo cual indica que la
convolucion de una suma es igual a la suma de convoluciones (ver Demostracion 3):

x1 () * (02(0) + x3()) = (1) * 2, (@) + (1. (®) * x3(2)) (29)

xq[n] * (xa[n] + x3[n]) = (xq[n] * x3[n]) + (xq[n] * x3[n]) (30)

Demostracion 3

Empezamos haciendo la demostracidén para el caso analdgico. Sean x;(t), x,(t) y x3(t) tres
sefiales analdgicas cualesquiera:

+0o0

x1(0) * (x2(0) + x5(D)) = j 31 (0 (st = 1) + 23t — ) dr =

—00

J X, (D)x,(t — 1) + %, (Dx3(t — T)dT = (31)
j %, (D, (¢ — Ddr + J % (D3 (t = D)dt = (1) * x2(8)) + (%2 (1) * x5(1))

Y ahora hacemos la demostracién para el caso digital. Sean x;[n], x,[n] y x3[n] tres sefiales
digitales cualesquiera:

x;[n] * (xz[n] + x3[n]) = Z x1 [m](xz[n —m] + x3[n —m]) =
> xalmlegln = m] + x,[mlxs[n - m] = (32)

+00

> mlmlnln—ml+ ) xlmleln = ml = (o]« xlnl) + Galel )

m=—oo m=—oo
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1.2.4. Elemento neutro

Demostracion 4

Estas demostraciones son triviales: simplemente hay que recordar la ecuacion (4), para el caso
analdgico, y la ecuacidn (9), para el caso digital.
Demostramos el caso analdgico. Sea x(t) una sefial analdgica cualquiera:

+0oo

x(t) *5(t) = f x(1)6(t — t)dt = x(t) (35)

—00

x(t)
Demostramos ahora el caso digital. Sea x[n] una sefial digital cualquiera:

+00

x[n] * 6[n] = Z x[m]é[n — m] = x[n] (36)

m=—oo

x[n]

1.2.5. Producto por constante

Demostracion 5

Empezamos por la demostracién para el caso analdgico. Sean x,(t) y x,(t) dos sefales
analdgicas cualesquiera y sea A una constante compleja cualquiera:
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+00 +oo
(Axl(t)) * X, (t) = f Ax;(Dxy(t —1)dTt = A J- X1 (D)x, (t — 1)dT =
oo Zo (39)

A(xl(t) * xz(t)), VA EC

Y ahora hacemos la demostracién para el caso digital. Sean x;[n] y x,[n] dos sefiales digitales
cualesquiera y sea A una constante compleja cualquiera:

AxnD szl = ) Axfmlln-ml =4 > x[mlxh-m] = w0
m=—oo m=—oo 40

A(x (t) * x,(t)), VAEC

1.2.6. Desplazamiento horizontal

La convolucion de dos sefiales cualesquiera estando una de ellas sometida a un
desplazamiento horizontal arbitrario es igual a la sefal resultante de la convolucién de
ambas senales sin desplazar sometida a dicho desplazamiento horizontal (ver
Demostracion 6):

(&) = x1(t) xx,(t) = x1(t £ £p) * x,(6) = y(t £ £9), VEp ER (41)
y[nl = x1[n] * x2[n] = x;[n £ nel *x;[n] =yln£nel,Vn, €Z  (42)

alli donde ¢t y ny son constantes arbitrarias.

Demostracion 6

Empezamos por la demostracion para el caso analdgico. Sean x;(t) y x,(t) dos sefiales
analdgicas cualesquiera, sea y(t) la sefial resultante de su convolucién (y(t) = x,(t) * x,(t)) y
sea t, una constante real cualquiera:

+oo (o =11t
=g+t
)@= | atone-nd=17" 0 G-

- T to0=0 - too
f xl(a)xz(t —(cF to))da = f xl(a)xz((t +t) — G)da ={t'=t+ty}= (43)

+ 00

f 31 (@t — D = y(t') = y(t + t,), VEo € R

—00

y(t"

Y ahora hacemos la demostracién para el caso digital. Sean x;[n] y x,[n] dos sefiales digitales
cualesquiera, sea y[n] la sefial resultante de su convolucién (y[n] = x;[n] * x,[n]) y sea ny una
constante entera cualquiera:
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- (k=m=xmn,)
x[n £ ng] *xy[n] = Z xl[mino]xz[n—m]={m=k$no =
m=—oo m— +oo =k >+
+00 +0oo
D nlkwnl - Frdl= ) alklnltng) —kl =0 =ntn}= 4
k=—c0 k=—c0
+00
> nlkaln’ - k] = yIn'] = yln £ 0o, Vg € 2
k=—o0

y[n']

Una vez demostradas las propiedades conmutativa, distributiva, producto por constante y
desplazamiento horizontal de la convolucién, ya podemos afirmar la siguiente generalizacion:

Cualesquiera constantes arbitrarias o desplazamientos temporales arbitrarios
aplicados a cualesquiera sefiales implicadas en una sucesion de convoluciones pueden
ser ignorados al calcular la convolucion y aplicados a la sefial resultante de dicha
convolucion:

(A1x1(t t t1)) % 000 £ (AMxM(t t+ tM)) = (A Ayttt L ty) (45)
(Ayxq[n £ ng]) - * (Ayxy[n £ nyl) = (A Ay)yn £ ng - £yl (46)

alli donde A; € C, t; e R,n; €Z, Vi €{1,..,M}, donde y(t) = x,(t) * - *xy(t), y
donde y[n] = x;[n] * -+ * x);[n], siendoM € Zcon M > 1.

Asimismo, hay otra consecuencia importante derivada de las propiedades del elemento neutro
y desplazamiento horizontal de la convolucion:

El desplazamiento horizontal arbitrario de cualquier sefal puede expresarse como el
resultado de la convolucion de dicha seial sin desplazar con una seinal delta sometida
a ese desplazamiento:

x(ttto) =x() x6(t £ tp), Vtp ER (47)

x[n £ ny] = x[n] *x6[n £ nyl,Vn, € Z (48)

Finalmente, hay una dultima consecuencia relevante derivada de las propiedades de la
convolucién que atafie a las sefiales periddicas.

Considérese, de entrada, la sefial periddica cominmente denominada «tren de deltas», que
no es mas que una senal periddica consistente en una suma infinita de seiales delta
uniformemente separadas, donde la separacion entre dos deltas consecutivas es el periodo
fundamental de la seiial:
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+0o0
x(t) = Z §(t — mTp) (49)
m=—oo
+00
x[n] = Z &[n — mN,] (50)
m=—oo

siendo x(t) y x[n] sendos trenes de deltas, analdgico y digital, y de periodo fundamental Ty, y
Ny, respectivamente. Sus representaciones graficas son las siguientes:

(a) Tren de deltas analégico de periodo fundamental T‘J

11 &1 Py A1 & A1 A1 A1

08 B
0.6 1
04r b
02r 1

3T

(b) Tren de deltas digital de periodo fundamental I"I'J

0.8 B
0.6 .,
04 r 1

3N, 2N, Ny 0 Ny 2N, 3N,

Figura 1. Representacion grafica de los trenes de deltas definidos en (49) y (50).

Entonces, como consecuencia de la propiedad distributiva de la convolucion y de (47)-(48), se
puede afirmar lo siguiente:
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Demostracion 7

Empezamos demostrando el caso analdgico. Sean x(t) una sefial periddica analdgica cualquiera
de periodo fundamental T, y x,(t) su periodo basico. Sabemos que x(t) puede expresarse como
el resultado de la extension periddica de x,(t) a razén de T, segundos por periodo:

()= ) xo(t —mTy) (53)
Tomando ahora la ecuacién (51):
X Y SE-ml)= > xO*8E-mT) = Y x(t—mly) =x(t) (54)

Demostramos ahora el caso digital. Sean x[n] una sefial peridédica analdgica cualquiera de
periodo fundamental N, y x,[n] su periodo basico. Sabemos que x[n] puede expresarse como el
resultado de la extensidn periddica de x,[n] a razén de N, muestras por periodo:

xfl = ) xgln = mip] (55)
Tomando ahora la ecuacidn (52):
+00 +00 +00
xolnl+ )" ln—mNol = > xolnl «6ln—mhNol = > xoln —mNo] = x[n] (56)

1.3.Calculo de la convolucion

Pasamos a ocuparnos ahora de cdmo calcular en la practica la convolucién entre dos sefiales.
De entrada, conviene tener siempre por la mano las propiedades de la operacion convolucién
estudiadas en el apartado anterior, pues suele ser habitual que se presente la ocasién de
aplicarlas a fin de simplificar el proceso de calculo o, incluso, de aprovechar resultados de
convoluciones ya previamente calculadas para calcular mas facilmente convoluciones nuevas.

Dicho esto, si nos fijamos en las ecuaciones (17) y (18), vemos que el célculo de la convolucién
implica resolver una operacion entre dos sefiales de modo tal que:

e Una de las sefales (x; (1), x;[m]) se mantiene «fijada» durante todo el célculo.

e Lla otra sefial (x;(t — 1), x;[n — m]) es sometida a una reflexién horizontal (tal y como
indica el cambio de signo aplicado en 7y m) y desplazada horizontalmente mediante la
variable t, en el caso analdgico, o n, en el caso digital.

Dicho de otro modo: la operacion convolucidon da lugar a una sefial (y(t) = x4, (t) * x,(t),
y[n] = x;1[n] * x,[n]) cuya variable independiente (t, n) es el desplazamiento horizontal al
que esta sometida la segunda seial involucrada en el célculo. Asi, si quisiéramos calcular el
valor de amplitud de la sefial resultante de la convolucién en un instante dado (y(t,), y[nol),
solo tendriamos que particularizar el calculo de la convolucién sometiendo a la segunda seial
involucrada en el célculo a ese desplazamiento horizontal en concreto (t = ty, n = ng):
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+00 +0oo
y© = [ m@une-0d = 36 = [ m@x-0dr, v erR (57
+o00 + oo
ylal= Y mlmleln—ml = ylnl = > xlmllg—ml, vngez (59
m=—oo m=-—oo

Por tanto, calcular la convolucién en su totalidad es calcular el resultado de la operacién para
cualquier valor de t o n (obteniendo, asi, y(t) o y[n]). Es, pues, en este sentido, que la
primera sefial involucrada en la convolucién queda «fijada» durante todo el cdlculo, mientras
gue la segunda es desplazada de modo tal que su desplazamiento abarca todos los valores
posibles que puede adoptar la variable independiente de la sefial resultante de la convolucién
(t € (—o0,+), n € {—o0, +00}). Esto se ve muy claramente en términos graficos:

(a) (d)

Xt —a xinl

*,(t) — xy[n]
0.5 1 0.5

B -5 -4 -2 0 2 4 6 -5 0 5 10

8 -10
t n
(k) ()
1 1 1
x(7} — x[ml
0.5 1 0.5
0 . . 0
4 6 4 2 0 2 4 6 8 -10 5 0 5 10
m
() )
1 1 1
0.5 1 0.5
11
. ) o
12 t10 8 t6 t4  t2 t B2 4 n-10 n-5 n 5 n+10
7 m

Figura 2. Representacion grafica de las seiiales implicadas en el calculo de la convolucion. (a)(d) Sefiales originales
(para esta representacion se han usado, a modo de ejemplo, sefiales arbitrarias de longitud finita). (b)(e) La
primera seiial queda «fijada» durante todo el calculo. (c)(f) La segunda seiial es «girada» (sometida a una
reflexion horizontal) y desplazada horizontalmente segun t o n.

Los ejemplos con sefales arbitrarias de la Figura 2 ilustran bien que, en funcién del
desplazamiento al que esté sometida la segunda sefial (esto es, en funcidn del valor de t o n),
el grado de solapamiento entre ambas sefiales puede variar ostensiblemente: las dos sefiales
pueden estar totalmente solapadas, parcialmente solapadas, o no estar solapadas.

Un simil nemotécnico que puede servir para entender mejor esto es el del tunel de lavado de
coches: el coche (la sefial que se desplaza) avanzando hacia el tunel del lavado (la sefial
«fijada») y estando aun totalmente fuera (solapamiento nulo), el coche entrando en el tunel
(solapamiento parcial), el coche avanzando dentro del tunel (solapamiento total), el coche
saliendo del tunel (solapamiento parcial), y el coche ya fuera del tunel (solapamiento nulo).
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Asi pues, dado que, en la integral o el sumatorio de convolucién, segin sea el caso, ambas
sefiales estan multiplicdndose, todo este procedimiento nos lleva a implementar el calculo de
la convolucidon por tramos, donde cada tramo vendra definido por un cierto intervalo de
valores de la variable independiente (t o n) en funcidon del grado de solapamiento que se dé
para ese intervalo de valores.

Por tanto, la sefal resultante de la convolucién sera una seial definida por intervalos:

e En los intervalos correspondientes a tramos con solapamiento total o parcial, sera
igual al resultado del calculo definido segin cémo hayan quedado solapadas las
sefiales (que, recordemos, estan multiplicdndose entre si) en ese intervalo.

e Enlosintervalos correspondientes a tramos con solapamiento nulo, sera igual a 0.

Llegados a este punto, el procedimiento de calculo de la convolucién ya estd totalmente
descrito. Ahora, y debido a que los patrones de solapamiento varian dependiendo del caso en
gue nos encontremos, vamos a distinguir tres casos distintos de calculo de la convolucién, en
funcidn de la longitud de las sefiales implicadas en el cdlculo:

e Convolucién de dos senales de longitud finita (como, de hecho, en los ejemplos
ilustrados en la Figura 2).

e Convolucion donde al menos una sefial es infinita orientada a un lado (ya sea a la
izquierda o a la derecha) y la otra sefial no es infinita orientada a ambos lados.

e Convolucién donde al menos una sefial es infinita orientada a ambos lados.

En los tres subapartados siguientes, cada uno de estos tres casos es descrito detalladamente e
ilustrado con ejemplos concretos.

1.3.1. Convolucion de dos seiiales finitas

Sea el calculo de la convolucién de dos sefiales cualesquiera de longitud finita:

B B I _ x,(8) =0, Vt & [ty;,t15]
y(t) = x1(t) * x,(t) = _!; x1(1)x2(t — 1)dt {xz(t) —0, vt g [tzi'th] (59)
B B - _ x;[n] =0, vn & {ny, ..., nyr}
y[nl = x;[n] * x3[n] = mzoo x1[m]xz[n —m] {Xz [n]=0, vn ¢ {nzi, '"'an} (60)

alli donde tj; y tjf son los instantes inicial y final, respectivamente, de la sefial x;(t), y donde
nj; y njr son las muestras inicial y final, respectivamente, de la sefial x;[n], cumpliéndose

siempre que tjr = tj; y njr = n;, siendo tj;, tir € Ry nj;, njg € Z.

Por tanto, x;(t) es una sefial analdgica finita de duracién T; = t;; — t;; segundos, y x]-[n] es

una seiial digital finita de duracién N; = n;; — n;; + 1 muestras.

Entonces, al representar graficamente las sefales involucradas en el cdlculo de la convolucion
(x,(0) y x5 (t — 1), y x1[m] y x,[n —m]), podemos ver cdmo la convolucién de dos sefiales
finitas cualesquiera queda definida en cinco tramos, en funcion del solapamiento entre
ambas sefiales debido al desplazamiento de la segunda:
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1 Q@
J—) x1[n]
05 T T —& xn]
Mi Mo Map My
1 Q
— x_l[rrl]
05 T T T — %[n-m]
Mg T
N=Nop M=Ngi Ny m M
1
D 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1
Nz Ny Mo m Mg
1
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Figura 3. Definicion en cinco tramos de la convolucion de dos sefales cualesquiera de longitud finita. En las dos
primeras graficas de cada columna aparecen representadas las sefales originales que participan en la

convolucién (x4 (t) yxz(t), o x;[n] y x,[n]). Cada una de las cinco gréficas siguientes de cada columna
representa uno de los cinco tramos de la convolucion, cada uno de ellos definido por un cambio en el patrén de
solapamiento entre x;(7) y x,(t —1), o x4[m] y x,[n —m]: solapamiento nulo, solapamiento parcial,
solapamiento total, solapamiento parcial y solapamiento nulo.

Por tanto, la seiial resultante de la convolucién de dos sefiales finitas se define como sigue:

y(t) =4

r

\

0
t—tz;
x1 (T)x,(t — T)dt

‘[tli

t—ty;
f x1 (T)x,(t — T)dT
t—tyr
tlf
J x1 (T)x,(t — T)dt
t—tyf
0

para

para

para

para

para

t—1t,; <ty

t—ty <t <t—ty
tii St —tyryt—ty <ty (61)

t—tyr Styp <t—ty

t—tyr > tyy
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0 para n —ny; < ng;
n—ngz;i
Z xi[m]xy[n—m] para n—nyr <ny <n-—ny
m=ny;
n—nsy;
y[n] =1 Z xi[m]x;[n—m] para ny <n—nyryn-—ny <ngy (62)
m=n-n,¢
Tllf
Z xi[m]xz[n—m] para n—nyr <n;p<n-—ny
m=n-nyg¢

0 para n—nys > nyy

Y, si dejamos los limites de los tramos definidos explicitamente como intervalos de valores de
la variable independiente, obtenemos lo siguiente:

0 para t<tq;+ &ty

t—ty;
f X (Dx,(t —7)dT  para t € [ty; + by, ty; + tof)
t

1i

t—ty;
y(t) =4 f x(Dx(t —1)dT  para t € [ty; + typ, tyf + by (63)
t—tzf

tlf
f X (Dx(t —1)dt  para t € (7 + ty typ + tof]
t

_th
0 para t >ty +tyy
0 para n <ng; +ny;
n-nzj
z x;[mlxy[n—m]  para n € {ny; +ny, ..., nq; +nyp — 1}
m=ny;
n-npz;
y[n] = z x1[m]x,[n—m] para ne {nu +nyp, e, Ny + nZi} (64)
m=n-—nyf
nlf
Z x1[mlxy[n—m] para ne {nlf +ny+ 1,0+ nzf}
m=n-nyf
\ 0 para n>mngp + nyp

Una cuestion importante es la de la longitud de la seiial resultante de la convolucidon. En el
caso de la convolucion de dos sefales finitas, la sefial resultante también es una sefal finita:
esto se ve muy claramente en (63) y (64), donde y(t) y y[n] son iguales a 0 en sus intervalos
primero y ultimo. De hecho, de estas ecuaciones se sigue inmediatamente que:

y(£) =0, VE & [ty; + tyi, tap + top] = y(©) =0, Ve € [, t] (65)
y[n] =0, vn & {ny; + ny;, ey + nzf} = y[n] =0, vn ¢ {n, ...,nf} (66)

siendo t; = t1; + ty; y ty = ty5 + tyf los instantes inicial y final, respectivamente, de y(t), y
n; = ny; + Ny; y Ny = Nyy + Nyp las muestras inicial y final, respectivamente, de y[n].
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Asi, se observa que y(t) e y[n] son sefiales finitas, cuyas respectivas duraciones son T'y N:

o T=t;—t; =ty —ts;) + (tzr — tz;) = Ty + T, segundos.
T, T,
e N=n—m+1= (nlf —nu') + (nzf —nzl-) + 1= N; + N, — 1 muestras.
Ni-1 Np—1

Por tanto, se puede concluir el siguiente resultado general:

Sean dos sefiales analdgicas finitas x;(t) y x,(t) de T; y T, segundos de duracion,
respectivamente. El resultado de la convolucion de x;(t) y x,(t) es una seifial
analégica finita y(t) de duracion T = T, + T, segundos de duracién.

Sean dos sefales digitales finitas x;[n] y x,[n] de N; y N, muestras de duracion,
respectivamente. El resultado de la convolucién de x4 [n] y x,[n] es una sefial digital
finita y[n] de N = N; + N, — 1 muestras de duracion.

Otra observacién interesante, respecto de la Figura 3, es que, aunque se ha establecido que la
sefal «fijada» en el calculo de la convolucidn sea la sefial mas larga, ello no implica pérdida de
generalidad, ya que la convolucion posee la propiedad conmutativa: intercambiar las seiiales
implicadas en el calculo no afecta al resultado. Por tanto, haber establecido esto al revés (es
decir, haber establecido que la sefial «fijada» fuese la sefial mas corta) no habria modificado
en nada todo lo expuesto hasta aqui: el resultado obtenido habria sido exactamente el mismo.

Por otra parte, es importante notar que, en el caso particular en que ambas sefiales sean de
la misma longitud (T; = T, N1 = N,), el tramo central desaparece y la sefal resultante de
la convolucion queda definida en cuatro intervalos, con una ligera modificacidn en el limite
final del segundo intervalo respecto de (63) y (64):

0 para t <ty +ty;

t—t,;
'[ x1(™)x,(t —t)dTt para tE€ [tli +ty,t; + tzf]
t

1i

f X (Dx(t —1)dt  para t € (7 + by bty + tof]
t—tyr
0 para t >ty +tyf
0 para n < nq; +ny;
n—ny;
z xi[mlx;[n—m]  para n€{ny; +ny, .., ny + nzf}
m=ng;
yinl =1 ‘ny (68)
Z x1[ml]xy[n—m] para ne {nlf +ny+ 1,0+ nzf}
m=n-nyg

\ 0 para n > ngp + nyp
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Finalmente, se propone un ejercicio de cdlculo de la convolucién de sefales finitas:
Ejemplo 1

Se pide calcular las siguiente convoluciones y representar graficamente los resultados:

o=n(s)n()
Ya(t) = (Am (= tl)) " (Azn (= tz)) (70)
yslnl = (uln] = uln — Ny]) * (uln] — uln — N,]) (71)

yaln] = (A1(u[n —ng]—uln—n; - N])) * (Az(u[n —ny]—un—n, - N])) (72)

allidonde A;, A,, T, T, T, t; y t, son constantes reales (4,,4,,T,T;,T5,t1,t; €ER), conT; > T,;
y donde N, N;, N,, n, y n, son constantes enteras (N,N;, N,,n,,n, € Z), con N; > N,.

Solucion

a) Las sefiales implicadas en la primera convolucidn son la misma sefial analdgica finita x(t):

o (6) = x(6) * x(t) =TI (;) . (;) (73)

alli donde x(t) es una sefial pulso cuadrado de amplitud 1, longitud T y centradaen t = 0:

x(t)=H(%>: o :1_

0 para

NSNS
NSNS

] (74)
|

Planteando la convolucidn por tramos definida en la Figura 3, vemos que, de acuerdo con la
ecuacion (67), el resultado de la convolucion es una sefial finita de longitud 2T que queda
definida en los cuatro intervalos siguientes:

0 para t<-T
t+T/2

x(t)x(t —7)dt para t€][-T,0]

n@®) =377, (75)

f x(t)x(t —1)dt para te(0,T]

t-T/2

0 para t>T

Puesto que la amplitud de x(t) es constante y de valor 1, vemos que x(7)x(t —7) =1 en los
tramos con solapamiento, de modo que:

0 para t<-T
t4+T/2
dt para te€|[-T,0]
-T/2 76
J dtr para te(0,T]
t-T/2
0 para t>T
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Resolvemos las integrales de los tramos segundo y tercero de la convolucién:

t+T/2
T T
_ t+T/2 _ _
J- dr—[r]_T/2 —t+z—<—5)—t+T (77)
-T/2
T/2
T T
f dr:[z]{{§/2=§—<t—z>=T—t (78)
t-T/2
Y, asi, obtenemos el resultado definitivo de la convolucién:
t+OT p:;: i:[_—Y;‘O] 0 para t<-T
y1(0) = P Vo) Ze) para te[-T,T) (79)
T—t para te€(0,T]
0 para t>T
0 para t>T

Vemos que y; (t) es una sefial pulso triangular de amplitud T, longitud 2T y centradaen t = 0:

()

t

T

J=n

t

2T

)

(80)

Comprobamos el resultado obtenido con MATLAB y representamos graficamente las sefales:

>> syms x(t) yl(t) T tau;

>> int(1,tau,-T/2,t+(T/2)) % Integral del segundo tramo

>> int(1l,tau,t-T/2,T/2) % Integral del tercer tramo

ans =
T -t

>> T = 2; % Fijamos arbitrariamente T=2 para la representacidén grafica
>> x(t) = piecewise (t<(-T/2),0, (-T/2)<=t<=(T/2),1,t>(T/2),0);

>> yl(t) = piecewise (t<-T,0,-T<=t<=0,T+t, 0<t<=T,T-t,t>T,0);
>> figure;

>> fplot(x(t), [-2*T,2*T]);
>> hold on;

>> fplot(yl(t),[-2*T,2*T]); % Representamos yl (t)
>> axis ([-2*T 2*T -0.01 1.1*T]);

>> grid on;

>> xlabel('t');

% Representamos x(t)

>> legend({'x(t)"','y 1(t)=x(t)*x(t)'}, 'Location',northwest);
2r x(t) 1
¥ty x(t)
1571
1t
0571
0 I I I I [ I
-4 -3 -2 -1 ] 1 2 3 4

t
Figura 4. Representacién grafica de x(t) e y;(t),con T = 2.
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b)Las sefiales implicadas en la segunda convolucidon son dos pulsos cuadrados escalados en
amplitud y desplazados horizontalmente. Aprovecharemos este hecho para simplificar el célculo
de la convolucidn, de acuerdo con la ecuacidn (45):

7@ =(an(20) (an(5) = no=merw gy

1
xq(0)=Aqx] (t—tq) x2(£)=Apx} (t+t3)

siendo A = A;4, yty = —t; + t,, yallidonde:
! ! ! t t
y3(0) = 10+ x3(©) = 1 () + 11 () (82)

Por tanto, cada x;(t) es una sefial pulso cuadrado de amplitud 1, longitud T; y centradaent = 0:

T, Tq]

¢ 1 para tEe€ —?,?
xl(t)=n<T—1>= ) o e[ BT (83)

| 27 2]

T, T,1

¢ 1 para te€ —72,72
xz(t)zl'l(T—2>= o (84)

0 para té¢ 5

Planteamos la convolucién por tramos, segun la Figura 3 y de acuerdo con (63), ya que Ty > T5.
Asi, el resultado de la convolucion es una senal finita de longitud T, + T, la cual, dado que
x1(7)x5(t — ) = 1 en los tramos con solapamiento, queda definida en cinco intervalos:

- T

0 t<
para >

t+T5/2

f dt para

-Ty/2
t+T,/2

-, —-T, -T; + T2)
te ,
[ 2 2

(85)

-T,+T, T, —T.
y5 () =< f dt para [ 12 2.12 2]

t-Ty/2
T1/2

T,—-T, T, + T
dt para te<12 2,12 2]

t-Ty/2
S T, + T,

2

L 0 para

Resolvemos las integrales de los tramos segundo, tercero y cuarto de la convolucion:

t+T,/2

T T T, +T
dr:[T]t_+T?/gz=t+72—< 1) t+——2> (86)

-Ty/2

t4T,/2

T.
dr = [‘L’]Et%ﬁ =t+ ?2 - (t - —) =T, (87)

t-T,/2

T,/2

T T. T, +T.
dr = [, =2 = (- 2) =252 (88)

t-T2/2 ~
t-Ty/2
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-T, -T.
0 para t< %
Tl + TZ _Tl - TZ _Tl + TZ
t+—— t e ,
tT T pam [ 2 2 )
-, +T, T, - T.
Y2 () = T, para [ 12 2,2 5 2] (89)
T1+T2 tE(Tl_TZ T1+T2]
2 para 2 2
L 0 para t> —
Y, finalmente, tal y como se indica en (81), aplicamos los factores de escala (A = A;4,) y los
desplazamientos horizontales (t, = —t; + t,) sobre el resultado de esta convolucién:
=T, T,
0 para t< — to
T, +T =T, =T =T, + T
A<t+¥+t0) para te[ L 2t — 2—t0>
2 2 2
=T, + T. T, —-T.
y2(t) = 1 AT, para tE€ [ 12 2ty — 5 2 to] (90)
T1 +T2 Tl _T2 Tl +T2
0 para t> — b

Vemos que y,(t) es una sefial finita de duracién T; + T, cuya amplitud crece linealmente desde
0 a partirde t = (=T; — T,)/2 — t, y hasta alcanzar el valor AT, ent = (—T; +T,)/2 — t,, se
mantiene en AT, hastat = (T, — T,)/2 — t,, y decrece linealmente hasta volver avaler O en t =

(T, + T,)/2 — ty (ver la Figura 5 para mas detalles).

Comprobamos el resultado obtenido con MATLAB y representamos graficamente las sefiales:

>> syms x1(t) x2(t) y2(t) Tl T2 tau;
>> int (1, tau,-T1/2,t+(T2/2)) %

ans

T1/2 + T2/2 + t

>> int (1,tau, t-(T2/2),t+(T2/2))

Integral del segundo tramo

% Integral del tercer tramo

ans =
T2

>> int(1l,tau,t-(T2/2),T1/2) % Integral del cuarto tramo

ans =

T1/2 + T2/2 - t

>> Tl = 4; % Fijamos arbitrariamente T1l=4 para la representaciédn grafica

>> T2 = 2; % Fijamos arbitrariamente T1=2 para la representacién grafica

>> tl = 1; % Fijamos arbitrariamente tl=1 para la representaciédn grafica

>> t2 = 3; % Fijamos arbitrariamente t2=3 para la representacién grafica

>> Al = 2/3; % Fijamos arbitrariamente Al=2/3 para la representacidén gréfica
>> A2 = 1/4; % Fijamos arbitrariamente A2=1/4 para la representacién grafica
>> x1(t) = piecewise (t<(-T1/2)+t1,0,...

(-T1/2)+tl<=t<=(T1/2)+tl,Al,

t>(T1/2)+t1,0);
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>> x2(t) = piecewise (t<(-T2/2)-t2,0,...
(-T2/2) —t2<=t<=(T2/2)-t2,A2, t>(T2/2)-t2,0);
>> A = Al*A2;
>> t0 = -tl+t2;
>> y2(t) = piecewise (t<((-T1-T2)/2)-t0,0,...

((-T1-T2)/2)-t0<=t< ((-T1+T2)/2)-t0,A* (t+((T1+T2)/2)+t0),

((~T1+4T2) /2) -t0<=t<=((T1-T2)/2)-t0,A*T2, ...

((T1-T2)/2)-t0<t<=((T1+T2)/2)-t0,A* (((T1+T2)/2)-t0-t), ..

t>((T1+T2) /2)-t0,0);
>> figure;
>> fplot(xl(t),[-6,61);
>> hold on;
>> fplot(x2(t),[-6,61);
>> fplot(yl(t),[-6,6]); % Representamos y2 (t)
>> axis([-6 6 -0.1 0.711);
>> grid on;
>> xlabel ('t');
>> legend({'x 1(t)','x 2(t)"','y 2(t)=x 1(t)*x 2(t)'}, " 'Location', 'best");

% Representamos x1 (t)

% Representamos x2 (t)

0.7 F

x40t
%,(t)
¥t (17, (1)

06

0571

047

0371

02y

01y

0
-6 -4 -2 0 2 4 6

Figura 5. Graficas de x4 (t), x,(t) e y,(t),conT; = 4,T, =2,t; =1,t, =3,4, =2/3yA, = 1/4.

c) Las sefiales implicadas en la tercera convolucién son dos sefiales digital finitas de distinta

duracion (la primera es de mayor duracién que la segunda, puesto que N; > N,):

ys[n] = x;[n] * x;[n] = (u[n] — uln — N,]) * (u[n] —u[n — N;]) (91)
alli donde x;[n] es un pulso cuadrado digital de amplitud 1 y longitud N;:
_ B B _ (1 para ne€{0,..,N, —1}
xi[n] = uln] —ufn —N,] = {0 para n &{0,..,N; — 1} (92)
_ _ _ _ (1 para ne€{0,..,N, —1}
xz[n] = uln] —uln = N,] = {0 para n ¢{0,..,N, — 1} (93)

Planteando la convolucidn por tramos definida en la Figura 3, vemos que, de acuerdo con la

ecuacion (64), el resultado de la convolucion es una sefial finita de longitud N; + N, — 1 que

queda definida en los cinco intervalos siguientes:

0 para n<0
n
Z x1[m]x;[n —m] para n€{0,..,N, — 2}
m=0
n
ys[n] = Z x;[m]x,[n—m] para ne{N,—-1,..,N —1}
m=n-N,+1
Ni-1
Z x;[m]xy[n—m] para ne€{N,.. N, +N,—2}
m=n—N,+1
\ 0 para n>N; + N, —2

(94)
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Debido a que las amplitudes de x;[n] y x,[n] son constantes y de valor 1, se observa que
x;[m]x,[n —m] = 1 en los tramos con solapamiento, de modo que:

0 para n<0
n

Z 1 para n€{0,..,N, — 2}

m=0
n

ys[n] =4 Z 1 para ne{N,—1,..,N;, —1} (95)
m=n—Np+1
Ni-1

1 para né€{N,.. N, +N, -2}

0 para n>N;+N, —2

Resolvemos los sumatorios de los tramos segundo, tercero y cuarto de la convoluciéon (vemos
que se trata de tres series aritméticas):

= n—0+1
Z1=(1+1)f=n+1 (96)

m=0

n—(n-N,+1)+1

1=(1+1) > 8 (97)
m=n—Np+1
p (N, —1)— (=N, +1) + 1
-1 -(n—-N,+1)+
E: 1=(1+1)—= > 2 =N, +N,—1—n (98)
m=n—-N,+1

Y, asi, obtenemos el resultado definitivo de la convolucion:

0 para n<0
n+1 para n€{0,..,N, — 2}
ys[n] = N, para ne€{N,—1,..,N;, —1} (99)
N,+N,—1—n para ne€{Ny,..,N,+N,—2}
0 para n>N;+ N, —2

Vemos que y;[n] es una sefial finita de duracién N; + N, — 1 cuya amplitud crece linealmente a
partir de n = 0 hasta alcanzar el valor N, enn = N, — 1, se mantieneen N, hastan=N; — 1,y
decrece linealmente hasta volver a valer 0 enn = N; + N, — 1 (ver Figura 6 para mas detalles).

Comprobamos el resultado obtenido con MATLAB y representamos graficamente las sefiales:

>> syms n m N1 N2 integer;
>> symsum(l,m,0,n) % Sumatorio del segundo tramo

ans =

n + 1

>> symsum(l,m,n-N2+1,n) % Sumatorio del tercer tramo
ans =

N2

>> symsum(l,m,n-N2+1,N1-1) % Sumatorio del cuarto tramo

ans =
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Nl + N2 - n -1

>> N1 = 10; % Fijamos arbitrariamente N1=10 para la representacidén gréfica
>> N2 = 6; $ Fijamos arbitrariamente N2=5 para la representacién grafica
>>n = -5:1:20;

>> x1 = zeros(size(n));

>> nxl = (n>=0) & (n<=(N1-1)); % E1l intervalo de muestras en el que x1#0

>> x1(nx1l) = 1;

>> x2 = zeros(size(n)):;

>> nx2 = (n>=0) & (n<=(N2-1)); % E1l intervalo de muestras en el que x2#0

>> x2(nx2) = 1;

>> y3 = zeros(size(n));

>> ny3 (n>=0) & (n<=(N1+N2-2)); % El intervalo de muestras en el que y3#0
>> y3(ny3) = conv(xl(nxl),x2(nx2)); % La convolucidn de x1 y x2

>> figure;

>> subplot(3,1,1);

>> stem(n,x1l); % Representamos x1[n]
>> axis([n(l) n(end) -0.1 1.11);

>> grid on;

>> xlabel('n');

>> legend('x 1[n]','Location', 'best');
>> subplot(3,1,2);
>> stem(n,x2); % Representamos x2[n]

>> axis([n(l) n(end) -0.1 1.17);
>> grid on;
>> xlabel('n');

>> legend('x 2[n]"', 'Location', 'best');
>> subplot (3,1,3);
>> stem(n,y3); % Representamos y3[n]

>> axis([n(l) n(end) -0.1*N2 1.1*N2]);

>> grid on;

>> xlabel('n');

>> legend('y 3[n]=x 1[n]*x 2[n]','Location', 'best");

-

o x_l[n]

05}

-5 ] 5 10 15 20

0.5
0 . . : :
-5 i} 5 10 15 20
n
81 | —o ylnjEx, X, 0]
LE LRS!
al !

‘| ?TT

-5

TT?Y
.

n

Figura 6. Representacion grafica de x,[n], x,[n] e y3[n],con Ny = 10y N, = 6.

Conviene notar que la funcién conv calcula la convolucion de dos sefiales digitales finitas
explicitadas numéricamente: le pasamos los valores de amplitud correspondientes a los
intervalos en los que estan definidas las sefiales finitas involucradas en la convolucion (x1 (nx1) y
x2 (nx2)) y la funcién retorna los valores de amplitud de la sefial finita resultante de la
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convolucidn correspondientes al intervalo en que dicha sefial estd definida (y3 (ny3)). Para mas
detalles, se recomienda consultar el help de la funcion.

d)Se observa que las sefiales implicadas en la cuarta convolucién son versiones escaladas en
amplitud y desplazadas horizontalmente de una Unica sefal:

yaln] = (A1(u[n -ny]—un—n; — N])) * (Az(u[n —ny]—uln—n, - N]))

(100)
x1[n]=A41x[n-n4] x2[n]=A4zx[n-n;]
alli donde x[n] es un pulso cuadrado digital de amplitud 1 y longitud N:
_ _ (1 para nef{0,..,N-1}
*[n] = uln] —uln =N] = {0 para n €&{0,..,N —1} (101)
De modo que:
yiln] = x[n] xx[n] = y,[n] = Ayiln + ng] (102)

siendo 4 = A4, yny, = —ny — n,.

Calcular la convolucién y,[n] = x[n] * x[n], implica, como siempre, operar por tramos tal y
como se define en la Figura 3 y, en este caso, puesto que las dos sefales implicadas en la
convolucién son de la misma longitud, definir y,[n] por intervalos de acuerdo con (68). Ahora
bien, en lugar de eso, lo que vamos a hacer es aprovechar el resultado de la convolucion del
apartado anterior, particularizdndolo para dos pulsos iguales de longitud N.

Por tanto, tomamos la ecuacion (99) y la particularizamos para N; = N, = N, obteniendo, asi,
una sefal finita de longitud 2N — 1 definida en los cuatro intervalos siguientes (los intervalos
segundo y tercero de (99) quedan aqui fusionados en un Unico intervalo):

0 para n<0
n+1 para n€{0,..,N—1}

4 = 103
Vil =99y 10 para ne{N,..2N-2) (103)
0 para n>2N —2
Y, asi, obtenemos y,[n] aplicando (103) en (102):
0 para n< —ng
An+ny+1) para n € {-ngy,..,N —ny—1}
= 104
valn] A(2N —-1—-n—ny) para né€{N—ny,..,2N—ny,—2} (104)
0 para n>2N —nyg—2
siendo A = 414, yny = —ny — n,.

Vemos que y,[n] es una sefial finita de duracién 2N — 1 cuya amplitud crece linealmente a partir
de n = —ng hasta alcanzar el valor AN en n =N —n, — 1, y de inmediato vuelve a decrecer
linealmente hasta volver a valer 0 enn = 2N — n, — 2 (ver la Figura 7 para mas detalles).

Finalmente, comprobamos los resultados representando graficamente las sefales:

>> N = 5; % Fijamos arbitrariamente N=5 para la representacidén grafica

>> nl = -5; % Fijamos arbitrariamente nl=-5 para la representacidédn gréfica
>> n2 = 3; $ Fijamos arbitrariamente n2=3 para la representacién grafica

>> Al = 1.5; % Fijamos arbitrariamente Al=1.5 para la representacién grafica
>> A2 = 2; % Fijamos arbitrariamente A2=2 para la representaciédn grafica
>>n = -10:1:10;

>> x1 = zeros(size(n));
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>> nxl = (n>=nl)&(n<=(N+nl-1)); % El intervalo de muestras en el que x1#0

>> x1(nx1l) = Al;

>> x2 = zeros(size(n));

>> nx2 = (n>=n2)&(n<=(N+n2-1)); % El intervalo de muestras en el que x2#0

>> x2(nx2) = A2;

>> y4 = zeros(size(n));

>> n0 = -nl-n2;

>> ny4 = (n>=-n0) & (n<=(2*N-n0-2)); % El intervalo de muestras en el que y4#0

>> y4(ny4) = conv(xl(nxl),x2(nx2)); % La convoluciéon de x1 y x2

>> figure;

>> subplot(3,1,1);

>> stem(n,x1l); % Representamos x1[n]

>> axis([n(l) n(end) -0.1*A1 1.1*Al]);

>> grid on;

>> xlabel('n'");

>> legend('x 1[n]','Location', 'best');

>> subplot(3,1,2);

>> stem(n,x2); % Representamos x2[n]

>> axis([n(l) n(end) -0.1*A1 1.1*A2]);

>> grid on;

>> xlabel('n');

>> legend('x 2[n]', 'Location', 'best');

>> subplot(3,1,3);

>> stem(n,y4); % Representamos y4[n]

>> axis([n(l) n(end) -0.1*A1*A2*N 1.1*A1*A2*N]);

>> grid on;

>> xlabel('n');

>> legend('y 4[n]=x 1[n]*x 2[n]','Location', 'best");

15 ; ; ; ; ; ; .
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10 B G -4 -2 0 2 4 & 8 10
n
15 : :
—a Il ol o] |
10r
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10 -8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
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Figura 7. Representacién de x¢[n], x,[n] e y4[n],con N =5,n; = -5,n, =3,4; = 1.5y 4, = 2.

1.3.2. Convolucion con al menos una sefal infinita orientada a un lado

De entrada, vamos a distinguir entre el caso en que la primera sefal involucrada en la

convolucién es infinita orientada a la derecha y el caso en que es infinita orientada a la

izquierda. Y, para cada uno de estos dos casos, vamos a estudiar qué ocurre si la segunda seial

involucrada en la convolucién es finita, infinita con la misma orientacién que la primera, o

infinita con orientacidn opuesta a la de la primera.
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Como siempre, conviene recordar que, gracias a la propiedad conmutativa de la convolucion,
en la definicién de esta casuistica no hay pérdida de generalidad.

Convolucién con seial infinita orientada a la derecha
Sea el célculo de una convolucion (y(t) = x4 (t) * x,(t), o y[n] = x;1[n] * x,[n]). Sean x,(t) y
x4 [n] dos sefiales infinitas y orientadas a la derecha cualesquiera:

() =0VvVt<t;
1
{mowumem@)=OVt>% (105)
x1[n] =0vVn <ny
106
{ﬂno tal que x;[n] = 0Vn > n, (106)

alli donde t; y n; son el instante y la muestra iniciales, respectivamente, de x; (t) y x;[n], con
ti ERyny €Z.

En primer lugar, considérese que x,(t) y x,[n] son dos sefiales de longitud finita cualesquiera:
x2() = 0, Vt & [ty tyr] (107)
x,[n] =0, Vvn ¢ {lep ...,nzf] (108)

alli donde t,; y t5¢ son los instantes inicial y final de x,(t), y donde ny; y n, ¢ son las muestras
inicial y final x,[n], siendo ty; =ty y Ny = Nyp, y CON Ly, top € Ry Ny, ngp € Z.

En este caso, la convolucién entre una sefal infinita orientada a la derecha cualquiera y una
sefal finita cualquiera queda definida en tres tramos:

1 w0 ] ! —o x,n
%t —a %yn]
0.5 1 0.5
N A A u......ii1$.%TT%?%T?i?
b byt oy Ty s n M
! %, | ] ! —o xm)
xz[t-.-} — xz[n-rn]
0.5 1 0.5
. DTTTTQ TTTT ITTQEQTETQ
W, W, L oy o om
1 1
0.5 1 0.5 TT T T
ob—2s 1 L u......TTI. I.T@??T?i?
Blyp 4 Fy o M=Ngp My My m
1f o 1
0.5 1 0.5 TT I
. , 11 f TQ?QT?iQ
b Hyrr by My MNop m MMy

Figura 8. Definicion en tres tramos de la convolucion entre una sefial infinita orientada a la derecha cualquiera y
una seiial finita cualquiera. Columna izquierda: caso analdgico. Columna derecha: caso digital.
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Asi, la sefal resultante de la convolucion entre estos dos tipos de sefiales se define como:

( 0 para t <ty +ty;
t—tzi
f x1(T)x,(t —7)dT  para tE€[t; +ty,t + tzf)
y@) =4 t (109)
t—ty;
x1(D)x,(t —T)dT  para t =ty + typ
\t—tzf
( 0 para n <ng; +ny;
n—nz;i
Z x1[m]x;[n —m] para n € {ny +ny,...,ny +nyp — 1}
y[n] =< m=ny (110)
n-—nz;i
xi[m]xz[n—m] para n=n; +nyy
\m=n-n,f¢

alli donde t; + t,; y n; + ny; son el instante y la muestra iniciales, respectivamente, de y(t) e
y[n]. Por tanto, la sefial resultante de la convolucién entre una sefial infinita orientada a la
derecha cualquiera y una seial finita cualquiera es una seial infinita orientada a la derecha.

En segundo lugar, considérese que x,(t) y x,[n] también son dos sefiales infinitas y orientadas
a la derecha cualesquiera (es decir, con la misma orientacién que x, (t) y x;[n]):

xZ(t) =0Vvt< tz

{tho tal que x,(t) =0Vt > t, (111)
X[n] =0Vn <n,
{Zlno tal que x,[n] = 0vVn > n, (112)

alli donde t, y n, son el instante y la muestra iniciales de x,(t) y x,[n],cont, € Ryn, € Z.

! X 1 —e =i ¥ ¥
%1t — %[N
0.5 4 0.5 TT %¥
0 I I i { I I I I ] uT
Lot " n M2
! e ] oo, ¥ -
*y(t7) g o — Ay[n-m]
0.5 1 0.5 & TT
NI Ll LTTT99198
B, T Ty Ny m
1 1R eooaon 9]
0.5 1 0.5 ¥%
D D 111113
4 T tt, " om m-ny

Figura 9. Definicion en dos tramos de la convoluciéon entre dos seiales infinitas orientadas a la derecha
cualesquiera. Columna izquierda: caso analégico. Columna derecha: caso digital.
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Aqui, tal y como ilustra la Figura 9, la convolucién entre dos sefales infinitas orientadas a la
derecha cualesquiera queda definida en dos tramos.

Asi, la sefal resultante de la convolucion entre estos dos tipos de sefales se define como:

( 0 para t<t;+t;
t—t,
= 113
y® f x1(D)xy(t —T)dTt para t=>t;+t, (113)
t1
0 para n<ng;+n,
n-n,
ylnl = Z x1[m]xy[n—m] para n=n;+n, (114)
m=n,

alli donde t; + t, y n; + n, son el instante y la muestra iniciales, respectivamente, de y(t) e
1Tl 1 2

y[n]. Por tanto, la sefial resultante de la convolucién entre dos sefiales infinitas orientadas a

la derecha cualesquiera es una sefial infinita orientada a la derecha.

Y, en tercer lugar, considérese que x,(t) y x,[n] son dos sefiales infinitas y orientadas a la
izquierda cualesquiera (es decir, con orientacién opuesta a la de x, (t) y x4 [n]):

xZ(t) =0Vvt> tz

{tho tal que x,(t) = 0Vt < t, (115)
x[n] =0vn >n,
{Zlno tal que x,[n] = 0Vn < n, (116)

alli donde t, y n, son el instante y la muestra finales de x,(t) y x,[n], cont, € Ryn, € Z.

En este caso, la convolucidon entre dos seiiales infinitas cualesquiera con orientaciones
opuestas queda definida en dos tramos (la sefial «fijada» es la orientada a la derecha):

! 01 ! S
(1) — %,0n]
0.5 1 0.5 T T
D D 197998118
L t L M n M
1 — x1[m] o o
— %,[n-m]
0.5 T T
! [ T il il
By, L T Ny M m
1 1 o o
0.5 1 0.5 T T % ¥
0 0 T
b oty " om "N

Figura 10. Definicion en dos tramos de la convolucién entre dos seiiales infinitas cualesquiera con orientaciones
opuestas. Columna izquierda: caso analégico. Columna derecha: caso digital.
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Asi, la sefal resultante de la convolucion entre estos dos tipos de sefiales se define como:

(e
f x1(Dx(t —71)dr para t<t;+t,

t1

) =1 e

f x1(Dxy(t —t)dTt para t=>t;+t,
\t-t,

400

( Z x1[mlxz[n—m] para n<n;+n,

m=ng

y[n] = +00

Z xi[mlx,[n —m] para n=n, +n,
m=n-n,

(117)

(118)

Por tanto, la sefal resultante de la convolucion entre dos sefiales infinitas cualesquiera de

orientaciones opuestas es una sefial infinita orientada a ambos lados.

Finalmente, se propone un ejercicio de calculo de la convolucidn con al menos una sefial

infinita orientada a la derecha:
Ejemplo 2

Se pide calcular las siguiente convoluciones y representar graficamente los resultados:

y1(6) = u(®) =1 (%) (119)
y2(t) = u(t) = u(t) (120)
y3[n] = (a™u[n]) * u[n] (121)
ys[n] = (@™u[n]) * u[-n] (122)

siendo T una constante real (T € R), con T > 0y a una constante compleja (a € C), con |a| < 1.

Solucion

a)La primera convolucidn es entre un escaldn unitario (sefial infinita orientada a la derecha con
inicio en t = 0) y un pulso cuadrado (sefial finita comprendida entret = —T/2yt =T/2):

t
71(©) = 1 (0 * 1, (6) = (@) + 113 (123)
0 0
no=uo=[) B esh
1 para te€ [ rr
. ——
x(6) =11 (7) = % % (125)
0 para t¢ [_E'E

Asi, planteamos la convolucién por tramos definida en la Figura 8 y, de acuerdo con (109), el
resultado es una sefial infinita orientada a la derecha con inicio en t = —T/2 que queda
definida en tres intervalos (nétese que u(7)II(t — ) = 1 en los tramos con solapamiento):
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T
0 para t< -
t+T/2
[ o v ce 5
T ara -, =
ACER. b 2’2 (126)
t+T/2
T
dt para t= >

t-T/2

Resolvemos las integrales de los tramos segundo y tercero de la convolucidn:

t+T/2
T T
f dT=[Tf)+T/2=t+——0=t+— (127)
2 2
0
t+T/2
T T
_ t+T/2 _ _
dT—[T]t_T/Z—t+E—(t—E>—T (128)
t-T/2
Y, asi, obtenemos el resultado definitivo de la convolucién:
T
0 para t< 5
@® = t+T te r T) (129)
i) = 2 para 2’7

T
T para tZE

Vemos, pues, que y;(t) es una sefial que vale 0 hasta t = —T/2, cuya amplitud crece
linealmente hasta T entre t = —T/2 yt = T/2, y se mantiene constante en T a partir de t =
T /2. De hecho, podemos reescribirla del siguiente modo:

yi(®) =u(t) « 1 <;) = (t + g) (u <t + ;) —-u (t _§>) +Tu <t —2) (130)

Comprobamos el resultado obtenido con MATLAB y representamos graficamente las sefiales:

>> syms u(t) x1(t) x2(t) yl(t) T tau;
>> int(1l,tau,0,t+(T/2)) % Integral del segundo tramo

ans =

T/2 + t

>> int (1, tau,t-(T/2),t+(T/2)) % Integral del tercer tramo

ans =

T

>> T = 2; % Fijamos arbitrariamente T=2 para la representacidédn gréafica
>> u(t) = piecewise(t<0,0,t>=0,1);

>> x1(t) = u(t);

>> x2(t) piecewise (t<(-T/2),0, (-T/2)<=t<=(T/2),1,t>(T/2),0);
>> yl(t) = ((£+(T/2))* (u(t+(T/2))-u(t-(T/2))))+T*u(t-(T/2));
>> figure;

>> fplot(x1l(t),[-2*T,2*T]); % Representamos x1(t)

>> hold on;

>> fplot (x2(t), [-2*T,2*T]); % Representamos x2(t)

>> fplot(yl(t),[-2*T,2*T]); % Representamos yl(t)
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>> axis ([-2*T 2*T -0.1 1.1*T]);
>> grid on;
>> xlabel ('t');

>> legend({'x 1(t)','x 2(t)',"'y 1(t)=x(t)*x(t)"'}, 'Location', 'northwest");
2r x,(t)
%(t)
15T ¥t (ot
1t
0.5
D 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 =2 -1 i 1 2 3 4

Figura 11. Representacion grafica de x,(t), x5(t) e y1(t),con T = 2.

b)La segunda convolucién es entre dos escalones unitarios, es decir, entre dos sefiales infinitas
orientadas a la derecha con inicioen t = 0:

y2(t) = x(£) * x(t) = u(t) = u(t) (131)
= =f) B S8

Planteamos, pues, la convolucién por tramos definida en la Figura 9y, de acuerdo con la ecuacién
(113), el resultado es una sefial infinita orientada a la derecha con inicio en t = 0 que queda
definida en los dos intervalos siguientes (notese que u(t)u(t—t) =1 en el tramo con
solapamiento):

0 para t<0
¢

Y2(8) = Jd‘r para t=0 (133)

0

Resolvemos la integral del segundo tramo de la convolucidn:
t
jdr=[r]6=t—0=t (134)
0

Y, asi, obtenemos el resultado definitivo de la convolucion:

0 para t<O0

Y2(t) = {t para t=>0 (135)

Vemos, pues, que y,(t) es una sefial cuya amplitud es 0 hasta t = 0 y que crece linealmente y de
forma indefinida a partir de t = 0:

|u(t) xu(t) = tu(t)| (136)

Comprobamos el resultado obtenido con MATLAB y representamos graficamente las sefiales:

>> syms u(t) x(t) y2(t) tau;
>> int(1l,tau,0,t) % Integral del segundo tramo
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ans =

>> u(t) = piecewise(t<0,0,t>=0,1);

>> x(t) = u(t);

>> y2(t) = t*u(t);

>> figure;

>> fplot(x(t), [-4,4]); % Representamos x(t)
>> hold on;

>> fplot(y2(t), [-4,4]); % Representamos y2 (t)
>> axis([-4 4 -0.1 4.17);

>> grid on;

>> xlabel ('t'");

>> legend({'x(t)',"'y 2(t)=x(t)*x(t)"'}, 'Location', 'northwest'");
4F
[ty
Yo (t=x(tyx(t)
3t
at
1t
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Figura 12. Representacion grafica de x(t) e y,(t).

c) La tercera convolucidn es entre el producto de una sefial exponencial por un escalén unitario
(sefial infinita orientada a la derecha con inicio en la muestra n = 0) y un escaldn unitario (sefial
infinita orientada a la derecha con inicio en la muestran = 0):

y3[n] = x4[n] = x;[n] = (a"u[n]) * u[n] (137)
x,[n] = a™uln] = {gn 22;2 Z; (()) (138)
e o

Planteamos, pues, la convolucién por tramos definida en la Figura 9y, de acuerdo con la ecuacién
(114), el resultado es una seiial infinita orientada a la derecha con inicio en n = 0 que queda
definida en los dos intervalos siguientes:

0 para n<0
n
yslnl = Z a™ para n=0 (140)
m=0

Resolvemos el sumatorio del segundo tramo, que es una serie geométrica que siempre
convergira, puesto que |a| < 1:

n
a®—a%a 1-a**t
am —

= 141
1—a 1—a (141)
m=0

Y, asi, obtenemos el resultado definitivo de la convolucion:
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0 para n<0
n]={1-a"*! 142
ysln] % para n=0 (142)
l1—a
Vemos, pues, que y3;[n] es una sefial cuya amplitud es igual a 0 hasta n = —1 y que crece de

forma indefinida tendiendo asintéticamente a 1/(1 — a) a partir de n = 0 (ver la Figura 13):

n+1

1—a

(@u[n]) * u[n] = (1 _ )u[n], Vlal <1 (143)

Comprobamos el resultado obtenido con MATLAB y representamos graficamente las sefales:

>> syms n m integer;

>> syms a complex; % Definimos a como variable simbélica compleja

>> assume (abs(a)<l); % Forzamos la condicién de que |al<1l

>> simplify(symsum(a®m,m,0,n)) % Sumatorio del segundo tramo

ans =

(a*(n + 1) - 1)/(a - 1)

>> assume (a, 'clear'); % Eliminamos la condicidén forzada para la variable a
>> a = 1/2; % Fijamos arbitrariamente a=1/2 para la representacién grafica
>>n = -10:1:20;

>> u = zeros(size(n));

>> u(n>=0) = 1;

>> x = u;

>> y3 = (2-a.”n).*u;

>> figure;

>> subplot(2,1,1);

>> stem(n,x); % Representamos x[n]
>> axis([n(l) n(end) -0.1 1.11);
>> grid on;

>> xlabel('n'");

>> legend('x[n]"','Location', 'northwest');
>> subplot(2,1,2);
>> stem(n,y3); % Representamos y3[n]

>> axis([n(l) n(end) -0.1 2.11);
>> grid on;
>> xlabel('n'");

>> legend('y 3[n]=x [n]*x[n]','Location', 'northwest');
i1t q
—&r x[n]
0.5
D 1 1 1 1 1
-10 -5 0 5 10 15 20
n
2F i i o
—0 yylnl=x [n]"x(n]
1 o
] ;
-10 -5 0 5 10 15 20

n

Figura 13. Representacion grafica de x[n] e y3[n],cona = 1/2.

Notese el uso de la funcién assume, para establecer condiciones de los valores de las variables
simbdlicas, y de la funcidon simp1ify, para simplificar expresiones simbdlicas.
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d)La cuarta convolucidn es entre el producto de una sefial exponencial por un escalén unitario
(sefial infinita orientada a la derecha con inicio en la muestra n = 0) y un escalén unitario
sometido a una reflexién horizontal (sefial infinita orientada a la izquierda con final en la muestra
n=0):

yaln] = x,[n] * 2] = (@"ufn]) * ul-n] (149
0 0

alnl =atuln] = {g, b T3y (145)

R e

Por tanto, planteamos la convolucion por tramos definida en la Figura 10 y, de acuerdo con la
ecuacion (118), el resultado es una sefal infinita orientada a ambos lados que queda definida
en los dos intervalos siguientes:

+00
[z a™ para n<0

yaln] = i oy (147)
Z a™ para n=0
k‘I‘f'l=‘I‘L

Resolvemos ambos sumatorios (son dos series geométricas convergentes, puesto que |a| < 1):

+00
o a’—0a 1 (148)

a = =
1—a 1—a
m=0
+00

a™ — 0a a™

(149)

g
QE
I

1—a 1—a
m=n

Y, asi, obtenemos el resultado definitivo de la convolucién:

1
1 a para n<0 1
ys[n] = C;Ia =1"2 (u[-n —1] + a™u[n]), V]a| <1  (150)
1"a para n=>0
Vemos, pues, que ys;[n] es una sefial cuya amplitud es igual a 1/(1 — a) hasta n = —1 y que

decrece tendiendo asintéticamente a 0 a partir de n = 0 (ver la Figura 14):

Comprobamos el resultado obtenido con MATLAB y representamos graficamente las sefiales:

>> syms n m integer;

>> syms a complex; % Definimos a como variable simbdélica compleja
>> assume (abs(a)<l); % Forzamos la condicién de que |al<1l

>> simplify(symsum(a®m,m,0,+Inf)) % Sumatorio del primer tramo
ans =

-1/(a - 1)

>> simplify(symsum(a®m,m,n,+Inf)) % Sumatorio del segundo tramo
ans =

-a*n/(a - 1)
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assume (a, 'clear'); % Eliminamos la condicién forzada para la variable a

a =1/2; % Fijamos arbitrariamente a=1/2 para la representacién grafica
n = -20:1:20;
u = zeros(size(n));
u(n>=0) = 1;
x1l = (a.”n).*u;
x2 = u(end:-1:1); % Indexamos u[n] desde la ultima muestra hasta la primera
y4d = (1./(l-a)).*([u((end-1):-1:1) O]+ (a.”n).*u);
figure;
subplot (3,1,1);
stem(n,x1l); % Representamos x1[n]
axis([n(l) n(end) -0.1 1.11);
grid on;
xlabel ('n');
legend('x 1[n]', 'Location', 'northwest"');
subplot (3,1,2);
stem(n,x2); % Representamos x2[n]
axis([n(l) n(end) -0.1 1.11):
grid on;
xlabel('n'");
legend('x 2[n]','Location', 'northeast"');
subplot (3,1,3);
stem(n,y4); % Representamos y4[n]
axis([n(1l) n(end) -0.1 2.1]);
grid on;
xlabel('n');
legend('y 4[n]=x 1[n]*x 2[n]"', 'Location', "'northeast');
+F .
0.5
0 = & ITT(P(D(I‘)H &
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n
14 ! ]
0.5
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n
25 I i

— Yylnl=x [n]"x 0]

| [%ea.

-5 0 5
n

10 20

Figura 14. Representacion de x{[n], x;[n] e y4[n],cona = 1/2.

Convolucién con seiial infinita orientada a la izquierda
Sea el calculo de una convolucidon (y(t) = x,(t) * x,(t), o y[n] = x,[n] * x,[n]). Sean ahora

x1(t) y x;[n] dos sefiales infinitas y orientadas a la izquierda cualesquiera:

Aty tal que x1(t) = 0Vt < ¢t

{xl[n] =0vn>n, (152)

Ang tal que x4 [n] = 0Vn < n,
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alli donde t; y ny son el instante y la muestra finales, respectivamente, de x;(t) y x;[n], con
tl S Rynl e Z.

En primer lugar, considérese que x,(t) y x,[n] son dos sefiales de longitud finita cualesquiera:
x,(t) =0, Vt & [ty tof] (153)
x2[n] =0, Vn & {ny;, ..., nyr} (154)

alli donde t,; y t5¢ son los instantes inicial y final de x,(t), y donde ny; y n, s son las muestras
inicial y final x,[n], siendo ty; =ty yny; = Nyp, yconty, trr € Ryny;,nyp € Z.

En este caso, la convolucion entre una seiial infinita orientada a la izquierda cualquiera y una
sefal finita cualquiera queda definida en tres tramos:

S s 01
jﬂfﬁ\ D%smﬁj}ﬂ};ifh gj%
MA | - D%TQTTT%WN%WT@
Mﬂ\ “%MMTTNJI; lﬁﬁ

Figura 15. Definicidn en tres tramos de la convolucion entre una seial infinita orientada a la izquierda cualquiera
y una senal finita cualquiera. Columna izquierda: caso analégico. Columna derecha: caso digital.

Asi, la sefal resultante de la convolucidn entre estos dos tipos de sefiales se define como:

[ t=ta
f x1(D)x,(t —1)dt para t<t;+ty
t-tys
y)y=4 4 (155)
f x1(D)x,(t —T)dt para teE (t; +ty,t + tzf]
t—tos
\ 0 para t >ty + tyf
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n—ny;
Z x1[mlxy[n—m] para n<n;+ny
m=n-nzr
ylnl={ & (156)
Z xi[mlxy[n—m] para ne€{n +ny+1,..,n +ny}
m=n-nzr
0 para n >ng +nyy

alli donde t; + t,; y nqy + ny; son el instante y la muestra finales, respectivamente de y(t) e
y[nl.

Por tanto, la sefal resultante de la convolucion entre una sefal infinita orientada a la
izquierda cualquiera y una sefal finita cualquiera es una sefal infinita orientada a la
izquierda.

En segundo lugar, considérese que x,(t) y x,[n] también son dos sefiales infinitas y orientadas
a la izquierda cualesquiera (es decir, con la misma orientacién que x; (t) y x;[n]):

xZ(t) =0Vvt> tz

{tho tal que x,(t) = 0Vt < t, (157)
x[n] =0vn >n,
{Zlno tal que x,[n] = 0Vn < n, (158)

alli donde t, y n, son el instante y la muestra finales, respectivamente, de x,(t) y x,[n], con
tz € ]Rynz € Z.

En este caso, la convolucion entre dos sefiales infinitas orientadas a la izquierda cualesquiera
queda definida en dos tramos:

1 x,(t) | T ¥ —a x,0n]
x,(t) —a xn]

0.5 1 0.5 $ % T T
] I 1 I I T ; 7 7 T ? b

2 n M
—e xim 0
— xjfnem]
0.5
. !
-, T b =Ny m ™M
1 ] 1 o

=

M /\ “boparnat Ll

m n1 n—n2
Figura 16. Definicion en dos tramos de la convolucion entre dos sefales infinitas orientadas a la izquierda
cualesquiera. Columna izquierda: caso analégico. Columna derecha: caso digital.

Asi, la sefal resultante de la convolucidn entre estos dos tipos de sefiales se define como:
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ty
x1(T)x,(t —7)dt para t<t;+t
y(t) — f 1( ) 2( ) p 1 2 (159)
t—t,
0 para t >ty t+t;
nq
x1Imlx;In —m ara n<n;+n
m=n-n,
0 para n>nq+n,

alli donde t; + t, y ny + n, son el instante y la muestra finales, respectivamente, de y(t) e
y[n]. Por tanto, la sefial resultante de la convolucién entre dos sefiales infinitas orientadas a
la izquierda cualesquiera es una seial infinita orientada a la izquierda.

Y, en tercer lugar, el caso en que x,(t) y x,[n] son dos sefiales infinitas y orientadas a la
derecha cualesquiera (es decir, con orientacion opuesta a la de x;(t) y x4[n]) ya lo hemos
considerado antes: si las dos sefales involucradas en el cdlculo de la convolucidn son infinitas y
con orientaciones opuestas, tanto da cudl de las dos esté orientada a un lado o al otro, puesto
gue la convolucidn posee la propiedad conmutativa y ambos casos son exactamente el mismo.

Finalmente, se propone un ejercicio de calculo de la convolucidn con al menos una sefial
infinita orientada a la izquierda:

Ejemplo 3

Se pide calcular las siguientes convoluciones y representar graficamente los resultados:

t
3 (©) = u(-0)+11(7) (161)
y2[n] = (@u[-n]) * u[-n] (162)
siendo T una constante real (T € R), con T > 0y a una constante compleja (a € C), con |a| < 1.
Solucion

a) La primera convolucidn es entre un escaléon unitario sometido a una reflexion horizontal (sefial
infinita orientada a la izquierda con final en t = 0) y un pulso cuadrado (sefial finita comprendida
entret =—T/2yt=T/2):

t
11 (0) = 10+ 1,(0) = u(=0) + 11 (1) (163)
1 <0

a@=u-0={; 103, (164)
1 para te€E [ rr
, ——

x(6) =11 (7) = % % (165)
0 para t¢ [_E'E

Asi, planteamos la convolucién por tramos definida en la Figura 15 y, de acuerdo con (155), el
resultado es una sefial infinita orientada a la izquierda con final en t = T /2 que queda definida
en tres intervalos (nétese que u(—7)I1(t — 7) = 1 en los tramos con solapamiento):
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t+T/2
T
dtr para t< -
t=T/2
0
i) = p e < T T] (166)
T  para 57
t=T/2
0 t> r
para >
Resolvemos las integrales de los tramos primero y segundo de la convolucion:
t+T/2
T T
_ t+T/2 _ _
d‘r—[T]t_T/Z—t+E—(t—E>—T (167)
t-T/2
0
0 T T
dt = [T]t—T/Z =0—(t—5>=z—t (168)
t-T/2
Y, asi, obtenemos el resultado definitivo de la convolucién:
T t< r
( para =-3
) = r t te ( (169)
y1t) = 5 para 5’5
0 t> r
\ para >
Vemos, pues, que y;(t) es una sefial que vale T hasta t = —T/2, cuya amplitud decrece

linealmente hasta O entret = —T/2yt =T /2,y se mantiene igual a 0 a partirde t = T/2. De

hecho, podemos reescribirla del siguiente modo:

)+

T
—t ——

y2(6) = u(t) * n(%) - Tu( 5

! t
2

T
—t4+—

—t — =
2

sl D)-s(-) oo

Comprobamos el resultado obtenido con MATLAB y representamos graficamente las sefiales:

>> syms u(t) x1(t) x2(t) yl(t)
>> int (1, tau,t-(T/2),t+(T/2))

T tau;

ans

>> int (1, tau,t-(T/2),0)

ans

T/2 - t

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

T 2; %
u ( = piecewise (t<0,0,t>=0,1);

u(-t);

)
x1(t)
x2 (t)
y1(t)
figure;

fplot(x1l(t), [-2*T,2*T]);
hold on;

fplot(x2(t), [-2*T,2*T]);
fplot(yl(t), [-2*T,2*T]);

t
(
(

piecewise (£<(-T/2),0, (-T/2)<=t<=(T/2),1,t>(T/2),0)
T*u (-t=(T/2))+ (((T/2) -t) * (u(-t+(T/2))-u(-t-(T/2)))

% Integral del primer tramo

% Integral del segundo tramo

Fijamos arbitrariamente T=2 para la representacién grafica

) ;

’

% Representamos x1(t)

% Representamos x2 (t)
% Representamos yl(t)
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>> axis ([-2*T 2*T -0.1 1.1*T]);
>> grid on;
>> xlabel ('t');

>> legend({'x 1(t)','x 2(t)"',"'y 1(t)=x(t)*x(t)"'}, 'Location', 'northeast");
2 x4()
x,(t)

15t ¥ (t=x(tyxit)|
1

0.5
D 1 1 1 1 1 1 1
-4 -3 =2 -1 i 1 2 3 4

Figura 17. Representacion grafica de x4 (t), x5(t) e y;1(t),con T = 2.

b)La segunda convolucién es entre el producto de una exponencial por un escalén unitario
reflejados horizontalmente (sefial infinita orientada a la izquierda con final en la muestra n = 0)
y un escalén unitario también sometido a una reflexion horizontal (sefial infinita orientada a la
izquierda con final en la muestra n = 0):

y2[n] = x;1[n] * x;[n] = (@™ u[-n]) * u[-n] (171)
x.[n] = aMu[-n] = {ao‘ 5211:2 Zf(()) (172)
R w

Por tanto, planteamos la convolucion por tramos definida en la Figura 16 y, de acuerdo con la
ecuacion (160), el resultado es una sefial infinita orientada la izquierda con final en la muestra
n = 0 que queda definida en los dos intervalos siguientes:

0

-m
y,[n] = Z @™ para n<0 (174)

m=n

0 para n>0

Resolvemos el sumatorio del primer tramo de la convolucion, que es una serie geométrica
convergente:

Z L a " — 1a—1 3 a—n+1 -1 3 1-— a—n+1 (175)
@ = 1-a!  a-1  1-a
m=n
Y, asi, obtenemos el resultado definitivo de la convolucién:
1—a™! <o 1- g+l
y2[n] = 1—a para m=U - Tu[—n], Via| <1 (176)
0 para n>0 a

Vemos, pues, que y,[n] es una sefial cuya amplitud crece tendiendo asintéticamente a
1/(1 — a) a medida que n se va haciendo mas negativa desde n = 0, y es igual a 0 a partir de
n = 1 (ver la Figura 18):
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Comprobamos el resultado obtenido con MATLAB y representamos graficamente las sefiales:

>>
>>
>>
>>

ans

>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>
>>

syms n m integer;

syms a complex; % Definimos a como variable simbdlica compleja
assume (abs (a)<1l); % Forzamos la condicidén de que |al|<1
symsum(a” (-m),m,n,0) % Sumatorio del primer tramo

- a’™n)/(a’n*(a - 1))

assume (a, 'clear'); % Eliminamos la condicién forzada para la variable a
a = 1/2; % Fijamos arbitrariamente a=1/2 para la representacién grafica
n = -20:1:20;

u = zeros(size(n)):;

u(n>=0) = 1;

x1l = (a.”(-n)).*u(end:-1:1);

x2 = u(end:-1:1);

y2 = ((1l-a.”(-n+1))./(l-a)).*u(end:-1:1);
figure;

subplot(3,1,1);

stem(n,x1); % Representamos x1[n]
axis([n(l) n(end) -0.1 1.1]);

grid on;

xlabel ('n'");

legend('x 1[n]','Location', 'northeast"');
subplot (3,1,2);

stem(n,x2); % Representamos x2[n]
axis([n(l) n(end) -0.1 1.11]):

grid on;

xlabel ('n'");

legend('x 2[n]','Location', 'northeast');
subplot(3,1,3);

stem(n,y2); % Representamos y2[n]
axis([n(l) n(end) -0.1 2.1]);

grid on;
xlabel ('n'");
legend('y 2[n]=x 1[n]*x 2[n]"', 'Location', 'northeast'");

|

0.5 T
0 o hﬂ@??
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n
1
—& %,[n]
0.5 r
0 ! ! ! ! i i i
20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n
2F @ i ' ' i
—2 yylnlEx, In]x (0]
1 @
0 : : :
-20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20
n

Figura 18. Representacion de x{[n], x;[n] e y4[n],cona = 1/2.
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1.3.3. Convolucion con al menos una seiial infinita orientada a ambos lados

Finalmente, si al menos una de las dos seiales involucradas en el calculo de la convolucion es
infinita orientada a ambos lados, la sefal resultante de la convolucion siempre sera también
una sefial infinita orientada a ambos lados.

Esto se ve de forma muy evidente al plantear la convolucidn por tramos (y(t) = x4 (t) * x,(t),
o y[n] = x,[n] * x,[n]) en el caso en que la sefial girada y desplazada es una sefial infinita
orientada a ambos lados, |a cual no tiene ni instante/muestra inicial ni instante/muestra final:

{Z'to tal que x,(t) = 0Vt <t (177)
Aty tal que x,(t) = 0Vt > ¢t
{ﬂno tal que x,[n] = 0vn > n, (178)
An, tal que x,[n] = 0Vn < n,

De este modo, la convolucidn queda siempre definida en un tinico tramo que abarca todo el
recorrido de la variable independiente y los limites de la integral, o el sumatorio, quedan
determinados por los limites de la seiial «fijada» en el calculo de la convolucién.

Si x;(t) y x;1[n] son dos sefiales de longitud finita cualesquiera:
x1(8) =0, Vt & [ty ty5] (179)
x,[n] =0, Vn & {ny;, .., nyf} (180)

entonces la sefial resultante de la convolucién con una sefial infinita orientada a ambos lados
es la siguiente (se indica también la expresidn resultante de aplicar la propiedad conmutativa):

tiy t—tq;
y(t) = f x1(T)x,(t — 1)dt = f x5 (Dx,(t — 1)dt (181)
tyi t—tyf
nif n-ny;
yinl= Y xlmlnh-ml= > xmlyln-m] (182)
m=ny; Mm=n-—nqy

Si x;(t) y x1[n] son dos sefiales infinitas orientadas a la derecha cualesquiera:

x () =0Vt<ty
{ﬂto tal que x; (t) = 0Vt > t, (183)
x[n]=0vVn<n,
1
{ﬂno tal que x;[n] = 0vn > n, (184)

entonces la sefal resultante de la convolucidn con una sefial infinita orientada a ambos lados
es la siguiente (se indica también la expresion resultante de aplicar la propiedad conmutativa):

+00 t—ty

y(©) = f 31 ()% (¢ — )dr = f %3 (D), (¢ — D)de

ty —o0

(185)
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+00 n-ng

yinl = > xfmleln-ml= > xmlxn-m] (186)
m=n, m=—oo

Si x; (t) y x1[n] son dos sefiales infinitas orientadas a la izquierda cualesquiera:

() =0Vt>t;
187
{ato tal que x; (t) = 0Vt < t, (187)
x1[n] =0vn >ny
188
{ﬂno tal que x;[n] = 0Vn < n, (188)

entonces la sefial resultante de la convolucién con una sefial infinita orientada a ambos lados
es la siguiente (se indica también la expresion resultante de aplicar la propiedad conmutativa):

ty +0o0

(O = f 31 (D% (¢ — T)dT = f %o (D)1 (¢ — T)do (189)
—oo t—t,

yinl= ) xlmln—ml= Y xfmlln-m] (190)

Y, si x1(t) y x1[n] son también dos sefiales infinitas orientadas a ambos lados cualesquiera:

{ﬂto tal que x4 (t) = 0Vt < t, (191)
Aty tal que x; (t) = 0Vt > ¢,
{Zlno tal que x;[n] = 0Vn > n, (192)
Ang tal que x4 [n] = 0Vn < ng

entonces la sefial resultante de la convolucion con otra sefial infinita orientada a ambos lados
es la siguiente (se indica también la expresion resultante de aplicar la propiedad conmutativa):

y(t) = f x1(Dxy(t —1)dT = f X, (T)xq (t — T)dT (193)
ylnl= ) xlmlh—ml = Y xmlxn—m] (194)

Finalmente, se propone un ejercicio de cdlculo con sefiales infinitas orientadas a ambos lados:

Ejemplo 4
Se pide calcular las siguientes convoluciones y representar graficamente los resultados:

. (2@ t
y1(t) = sin (7 t) *« T1 <?) (195)
y,[n] = a™ x u[n] (196)

siendo T una constante real (T € R) y a una constante compleja (a € C),conT > 0y |a| < 1.
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Solucion

a) La primera convolucidon es entre una sefial sinusoidal de amplitud 1 y periodo fundamental T
(que, como toda sefial periddica, es una sefial infinita orientada a ambos lados) y un pulso
cuadrado de ancho T (sefial finita comprendidaentret = —T /2yt =T/2):

Y1) = x,(£) * 2, (£) = sin (27” t) ‘Tl (%) (197)
x,(t) = sin (27” t) (198)
¢ 1 para te[—g,g

Oy e e[ L -

Asi, de acuerdo con (181), la sefial resultando de esta convolucién queda definida como sigue:

T/2
y,(t) = f H(z)sin 2—n(t—r) dr (200)
T T
-T/2
Resolvemos la integral:
T/2 T/2
J‘H<t)_ Zn(t )) dr = f ) < 21 +2nt>d _
T sin T T) |dt = sin T‘L’ T T =
-T/2 -T/2
[ ( 27r) < 21 +2nt>]T/2
—\——=)cos|——T7+— =
T T T -T/2 (201)

(@]

2 ( ( 2nT+2nt> < 27T< T>+27rt>)_
T\ )T T\ Y)) T

Zn( ( +21rt) <+2nt))_2n( (2nt>+ (Znt>)—0
T cos|—m T cos|m T =7 cos T cos T =

Asi pues, el resultado de esta convolucién es igual a 0:

y1(t) = sin (ZTE t) * 11 (%) =0 (202)

Al ser x,(t) un pulso cuadrado de ancho igual al periodo fundamental de x;(t),
independientemente del valor de t (es decir, independientemente del desplazamiento horizontal
al que esté sometida x,(t)), en la convolucién siempre se calcula la integral definida de un
periodo exacto de x,(t) (o, lo que es lo mismo, el offset de x;(t)). Al ser x;(t) una sefal
sinusoidal de offset igual a 0, el resultado de la convolucién es 0.

Comprobamos el resultado obtenido con MATLAB y representamos graficamente las sefiales:

>> syms x1(t) x2(t) yl(t) T tau;
>> int (sin((2*pi/T)* (t-tau)),tau,-T/2,T/2) % Integral del segundo tramo

ans =
0

>> T = 1; % Fijamos arbitrariamente T=1 para la representacidédn gréafica
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>> u(t) = piecewise(t<0,0,t>=0,1);
>> x1(t) = sin((2*pi/T)*t);
>> x2(t) = piecewise (t<(-T/2),0, (-T/2)<=t<=(T/2),1,t>(T/2),0);
>> yl(t) = 0;
>> figure;
>> fplot(xl(t),[-2*T,2*T]); % Representamos x1 (t)

>> hold on;

>> fplot(x2(t), [-2*T,2*T]); % Representamos x2(t)
>> fplot(yl(t),[-2*T,2*T]); % Representamos yl (t)
>> axis ([-2*T 2*T -1.1 2.11);

>> grid on;

>> xlabel ('t');

>> legend({'x 1(t)','x 2(t)',"'y 1(t)=x(t)*x(t)"'}, 'Location', 'northeast"');
oF T
x,(t
151 Xyl
¥4 (t=xity=(t)
1
0.5
]
05¢F \/ \—/
“1r I I I I H I I q
-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2

Figura 19. Representacion grafica de x4 (t), x5(t) e y;(t),con T = 2.

b)La segunda convolucion es entre una sefial infinita orientada a ambos lados y un escalon
unitario (sefal infinita orientada a la derecha con inicio en la muestra n = 0):

v2Inl = x1[n] * x,[n] = a x u[n] (203)
_ a™ para n<0
x1[n] =a™=a"u[-n—1]+a*uln] = {a" [I))ara n>0 (204)
0 ara n<0
x,[n] = uln] = {1 gara n>0 (205)

Por tanto, el resultado de esta convolucion es una seiial infinita orientada a ambos lados. Sin
embargo, en lugar de resolverla segtin (186), vamos a aplicar las propiedades de la convolucién y
a descomponerla en dos convoluciones, una entre dos sefiales infinitas de orientaciones
opuestas, y otra entre dos sefiales infinitas orientadas a la derecha:

y,[n] = a™ xu[n] = (a™ u[-n — 1] + a™ u[n]) * uln] =

(@™ ul—n — 1) * uln] + (" u[n]) * uln] (206)

y21[n] Y22[n]

La primera de estas dos convoluciones (y,;[n]) la planteamos por tramos tal y como se indica en
la Figura 10 (dejamos «fijado» el escalén unitario u[n], pues es la sefial orientada a la derecha)y,
de acuerdo con (118), da como resultado una sefal infinita orientada a ambos lados que queda
definida en los dos intervalos siguientes:

+0o0

Z a ™™ para n<0

Yailn] = 12;0 (207)

z a ™™ para n>=0

m=n
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Resolvemos ambos sumatorios (son dos series geométricas convergentes, puesto que |a| < 1):

+ 00 +00

0 —_
-(n-m) _ ,-n m _ —na —Oa _ a™"
a =a at=qt"——= (208)
y X 1—a l1—a
m= m=
+00 + oo
-(n-m) _ ,-n m _ ,-n a" —0a _ 1
a =aqa at=q"— = (209)
X 1—a 1—a
m=n m=

De este modo, obtenemos y,, [n]:

a para n<0 a "
Ya1ln] = = au[—n —-1] +
1 a para n>=0

1
u[n] (210)
—a

Y, de hecho, la segunda de estas dos convoluciones (y,;[n]) ya la tenemos resuelta en la
ecuacioén (143) del Ejemplo 2:

1-— an+1
yzalnl = (@uln]) « uln] = <ﬁ)u[n] (211)

Asi, el resultado definitivo de esta convolucidn se obtiene sustituyendo (210) y (211) en (206):

3 3 a—n 1 1-— an+1 3

y2[nl = ya1[n] + ya2[n] = 1= au[_n - 1]+ 1= au[n] + (ﬁ) uln] =
(212)
-n 2—a

1-—

u[-n—1]+

1 -n n+1
T—a _a(a u[-n—1]1+ (2 — a™Huln])

Vemos, pues, que y,[n] es una sefial cuya amplitud tiende asintéticamente a 0 para valores muy
negativos de nya 2/(1 — a) para valores muy positivos de n (ver la Figura 20).

Comprobamos el resultado obtenido con MATLAB y representamos graficamente las sefiales:

>> syms n m integer;

>> syms a complex; % Definimos a como variable simbélica compleja

>> assume (abs (a)<l); % Forzamos la condicidn de que |al|<1l

>> symsum(a” (- (n-m)),m,0,+Inf) % Primer tramo de la primera convolucidn
ans =

-1/(a”n*(a - 1))

>> symsum(a” (- (n-m)),m,n,+Inf) % Segundo tramo de la primera convolucidn
ans =

-1/(a - 1)

>> assume (a, 'clear'); % Eliminamos la condicién forzada para la variable a
>> a = 1/2; % Fijamos arbitrariamente a=1/2 para la representacién grafica
>> n = -20:1:20;

>> u = zeros(size(n));

>> u(n>=0) = 1;

>> x1 = a.”abs(n);

>> x2 = u;

>> y2 = (1./(1-a)).*((a.”(-n) .*[u(end-1:-1:1) 0])+((2-a.”(n+1l)).*u));

>> figure;
>> subplot(3,1,1);
>> stem(n,x1l); % Representamos x1[n]
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>> axis([n(l) n(end) -0.1 1.11);

>> grid on;

>> xlabel('n');

>> legend('x 1[n]','Location', 'northwest');
>> subplot(3,1,2);

>> stem(n,x2); % Representamos x2[n]

>> axis([n(l) n(end) -0.1 1.1]);

>> grid on;

>> xlabel('n'");

>> legend('x 2[n]"', 'Location', 'northwest');
>> subplot (3,1,3);

>> stem(n,y2); % Representamos y2[n]

>> axis([n(l) n(end) -0.1 4.11);

>> grid on;

>> xlabel('n'");

>> legend('y 2[n]=x 1[n]*x 2[n]','Location', 'northwest');

i .
0.5 T T
0 m(‘)@q)T T(PQ(‘)(“\
T o I | | Nl
20 5 A0 -5 0 5 10 15 20
n
1 F I q
—a %[N
05}
D 1 1 1 1 1 1 1
20 5 A0 5 5 10 15 20
4 E T T q
—5 y,lnlx %00l |
5|
0 ("\(')Q'(PT
20 5 A0 -5 0 5 10 15 20
n

Figura 20. Representacion grafica de x;[n], x,[n] e y,[n], cona = 1/2.
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2. Caracterizacion de sistemas LIT mediante su respuesta
impulsional

En el apartado 1.1 de la seccién anterior, se ha demostrado que la salida de todo sistema LIT
ante cualquier sefial de entrada puede calcularse como el resultado de la convolucién entre
dicha sefal de entrada y la respuesta impulsional del sistema, lo cual permite concluir que la
respuesta impulsional de un sistema LIT describe al sistema en su totalidad, permitiendo su
completa caracterizacion.

Lo que esta conclusién implica es que conocer la respuesta impulsional de un sistema LIT es
equivalente a conocer la relacidn entrada-salida del sistema (o sea, es equivalente a conocer
el sistema mismo), puesto que, como ya vimos en el mddulo anterior, aquello que describe y
gue permite caracterizar por completo un sistema es su relacién entrada-salida. De este modo,
conocer la respuesta impulsional en sistemas LIT se convierte en algo muy importante, pues
ello permite:

1. Conocer su salida ante cualquier sefial de entrada: en el apartado 2.1 trabajaremos
esta cuestién (ya demostrada en la teoria desarrollada en la seccién anterior) a partir
de ejercicios practicos.

2. Conocer todas sus propiedades: en el apartado 2.2 veremos que las propias
caracteristicas de su respuesta impulsional nos indicaran si un sistema LIT es o no
causal, estable, con o sin memoria, etc.

3. Conocer la respuesta impulsional del sistema LIT global resultante de la asociacién
de sistemas LIT: en el apartado 2.3 modelizaremos las asociaciones en serie, en
paralelo y en lazo de realimentacidn de sistemas LIT.

Finalmente, el apartado 2.4 estd dedicado a continuar con la interpretacién algebraica de la
teoria de sefales y sistemas: del mismo modo que ya sabemos que una sefal no es sino un
vector, ahora veremos cémo la operacidn convolucidn y la respuesta impulsional nos permiten
equiparar cualquier sistema LIT a una matriz.

2.1.Calculo de la salida en sistemas LIT

Como ya sabemos por las ecuaciones (7) y (12) deducidas en la seccién anterior, un sistema LIT
puede modelizarse indistintamente mediante una ecuacién matematica (su relacion entrada-
salida) o mediante una sefial concreta y especifica (su respuesta impulsional).

A fin de ilustrar esta cuestion, en este apartado se propone un ejercicio de célculo de la salida
de varios sistemas LIT ante diferentes sefiales de entrada de dos maneras distintas, pero
equivalentes entre si: tanto directamente a partir de sus respectivas relaciones entrada-salida,
como obteniendo primero sus respectivas respuestas impulsionales y calculando después
dichas sefiales de salida mediante la convolucién.
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Ejemplo 5

Sean dos sistemas LIT S; y S,, el primero analdgico, el segundo digital, cuyas relaciones entrada-
salida son las siguientes:

t

y®=nmﬂn=fmnm (213)

—00

1 1
y[n] = Ts,{x[n]} = Ex[n] + Ex[n —1] (214)
Se pide:

a) Obtener la salida de S; de dos formas distintas (a partir de su relacion entrada-salida y a
partir de su respuesta impulsional) cuando su entrada es:

. xl(t)=H(t—%)
e x(t) =u(®)
o x3(t) =etu(t)

b) Obtener la salida de S, de dos formas distintas (a partir de su relacién entrada-salida y a
partir de su respuesta impulsional), cuando su entrada es:

¢ xifnl = uln)
o xfnl=(3) uln

2

e x;3[n] =cos (gn)
Solucién

a) En primer lugar, constatamos que, en efecto, S; es un sistema LIT. Es un sistema lineal, ya que
su salida ante una combinacion lineal arbitraria de sefiales de entrada:

t

M t M M
y(@) =Ts, {Z aixi(t)} = j (Z al-xl-(t)> dr = Z a; jxl-(r)dr (215)

i=1 i=1 =1

coincide exactamente con la misma combinacidn lineal arbitraria de sefiales de salida del sistema
ante cada una de las entradas individuales:

t M
yi(© =Ty, @) = [ x@dr = y© = an() (216)

Y es invariante en el tiempo, ya que su salida ante una sefial cualquiera sometida a un
desplazamiento horizontal arbitrario:

(0 =1—1)
¢ T=0+t, ho
To, {x(t —to)} = fx(r —t))dt={dr=d(c+ty)) =do| = J. x(o)do (217)
o T=t>o=t—t, o

T —0 = g—> —®©

coincide con la salida del sistema ante esa misma sefial sin desplazar sometida a ese mismo
desplazamiento horizontal:
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t t—tp
y© = [x@dr = ye-w)= [ #@dr = ye-t) =Ty, G-} (19

En segundo lugar, calculamos las salidas de S; ante las sefiales de entrada del enunciado:

0 para t <0
t t
1 J-dr para 0<t<1 0 para t<0
y.(t) = fl'[(‘r—z)d‘rz 0 ={t para 0<t<1 =
1 para t=1 (219)

— 00

1
J-dr para t>1
0

t(u®) —ut - 1) +ut—1) = tu(®) + (1 — u(t — 1)

t 0 para t<0 0 0
_ ) e _ para t <0 _
Yy, () = fu(r)dr = j dr para £>0° {t para £20° tu(t) (220)
% 0
t 0 para t <0
_ -7 _ t _ _ -t
y3(t) = fe u(t)dr = f e~"dr para t =0 A -eHu(t) (221)
% 0
En tercer lugar, calculamos la respuesta impulsional de S; :
t
h(t) = Ts {§(D)} = f §(0)dt = u(t) (222)

—00

Vemos que se trata de un sistema LIT IIR, pues su respuesta impulsional es de longitud infinita.

Y, finalmente, calculamos las salidas de S; ante las sefiales de entrada indicadas en el enunciado
como el resultado de su convolucién con la respuesta impulsional de S; y comprobamos que, en
efecto, las sefiales de salida obtenidas son las mismas que en (219)-(221).

En el primer caso, la convolucién es la misma que la planteada en (119), en el Ejemplo 2, solo que
para T = 1y con un desplazamiento horizontal aplicado a una de las sefiales (el pulso cuadrado).
Asi, podemos aprovechar el resultado expresado en (130), particularizandolo para T=1 vy
atrasandolo 1/2 segundos:

710 =1t 2) wu(®) =

(el (DB

t(u@®) —ut— D) +ut—1) =tul®) + (1 — u(t — 1)

En el segundo caso, la convolucién es la misma que la planteada en (120), también en el Ejemplo
2, de modo que el resultado de la misma es el expresado en (136):

y2(8) = u(t) xu(t) = tu(t) (224)

Y, en el tercer caso, se trata de una convolucidon entre dos sefales infinitas orientadas a la
derecha. Por tanto, planteamos la convolucién por tramos definida en la Figura 9 y, de acuerdo
con la ecuacién (113), vemos que el resultado de la misma es el siguiente:
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0 para t <0
— -t — t _ _ -t
y3(®) = (e7u®)) * u(t) = f e~rdr para ¢ 30~ (1€ u® (225)
0

b)En primer lugar, constatamos que S, es también un sistema LIT. Es un sistema lineal, ya que su
salida ante una combinacion lineal arbitraria de sefales de entrada:

M M M
1 1
y[n] =Ts, [Z aixi[n]} = E(Z aixi[n]> + E(Z agx;[n— 1]> =

i=1 i=1 i=1

iai (50 + 5x0n ~11)

i=1

(226)

coincide exactamente con la misma combinacidn lineal arbitraria de sefiales de salida del sistema
ante cada una de las entradas individuales:

1 1 =
yiln] = Tsz{xi [n]} = Exi [n] + zxi[n —-1] = y[n] = Z a;y;[n] (227)

Y es invariante en el tiempo, ya que su salida ante una sefial cualquiera sometida a un
desplazamiento horizontal arbitrario:

Ts,{x[n —n,l} = %x[n —nol + %x[n —1—n,] (228)

coincide con la salida del sistema ante esa misma sefial sin desplazar sometida a ese mismo
desplazamiento horizontal:

1 1 1 1
y[n] = Ex[n] +-x[n—1] = y[n—ny] = Ex[n —nel + Ex[n —1—-n] =

2 (229)
yln—ne] = Tsz{x[n — o]}
En segundo lugar, calculamos las salidas de S, ante las sefiales de entrada del enunciado:
1 1 1
y;[n] =Eu[n] +Eu[n— 1] =56[n] +u[n—1] (230)
1 1 n 1 1 n-—1 n+1 1 n
vl =5() wl +5(3) wn-1=() wn+(3) un-1-
(231)
1 1 2n+1
ol +(5)  uln-1]
1 T 1 T 1 T 1 T 8
y3[n] = - cos (En) + 5 cos <E (n- 1)) = - cos (En) +5cos (En - E) =
(232)

%cos (gn) + %sin (g n)

En tercer lugar, calculamos la respuesta impulsional de S:

h[n] = T, {8[n]} = %S[n] + %6[71 —1] (233)
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Vemos que se trata de un sistema LIT FIR, pues su respuesta impulsional es de longitud finita.

Y, finalmente, calculamos las salidas de S, ante las sefiales de entrada indicadas en el enunciado
como el resultado de su convolucién con la respuesta impulsional de S, y comprobamos que, en
efecto, las sefiales de salida obtenidas son las mismas que en (230)-(232). Al ser la respuesta
impulsional de S, la combinacién lineal de dos deltas discretas, calculamos las convoluciones
aplicando la propiedad de las sefiales delta expresada en la ecuacion (48):

1 1 1 1 1
yi[n] = uln] * <§6[n] +568[n - 1]) = Suln] +5uln = 1] = =5[] +ufn — 1] (234

i = () o)t )= 0 st 23t
(235)
(E)m uln] + (%)nu[n _1]= %6[11] + (%)zm uln — 1]
ys[n] = cos (gn) * (%6[71] + %6[71 — 1]) = %cos (gn) +%cos (g(n — 1)) =
(236)

Zeos (3n) + 3 cos (5n— ) = Scos (5n) + 7sin (5n)

2.2.Propiedades de los sistemas LIT

Una de las consecuencias mas relevantes del hecho de que la respuesta impulsional de
cualquier sistema LIT permita caracterizar al sistema en su totalidad es que las propiedades de
dicho sistema (causalidad, estabilidad, etc.) quedan «inscritas» en la forma de su respuesta
impulsional. Dicho de otro modo: del mismo modo que, como acabamos de ver en el apartado
anterior, podemos usar la respuesta impulsional de un sistema LIT, en lugar de su relacién
entrada-salida, para calcular su salida ante cualquier entrada, también podemos deducir las
propiedades que posee o no el sistema a partir de su respuesta impulsional, en lugar de
hacerlo a partir de su relacién entrada-salida.

Como ya vimos al final del mdédulo anterior, en general, no es posible determinar las
propiedades que posee un sistema «caja negra» si lo Unico que conocemos del mismo son sus
salidas ante un ciertas sefiales de entrada. Este conocimiento parcial del comportamiento del
sistema Unicamente permite observar si dicho comportamiento conocido es compatible (o sea,
si no entra en contradiccidn) con el cumplimiento de alguna propiedad, o bien, y en el mejor
de los casos, demostrar que el sistema no posee alguna propiedad (en caso de que el
comportamiento conocido del sistema si entre en contradiccion con dicha propiedad).

Ahora bien, si se sabe de antemano que un sistema es LIT, conocer su salida ante una seial
delta (es decir, conocer su respuesta impulsional) no es un conocimiento parcial del
comportamiento del sistema, sino que resulta ser un conocimiento total del mismo: nos
permite saberlo todo acerca de dicho sistema.

A continuacién, vamos a ver qué rasgos caracteristicos de la respuesta impulsional de un
sistema LIT son los que permiten determinar las diferentes propiedades del sistema.
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2.2.1. Causalidad en sistemas LIT

Recordemos que la propiedad de causalidad de un sistema es su capacidad de calcular su
salida usando exclusivamente informacién presente y/o pasada de su entrada. Asi pues:

Un sistema LIT S es causal si y solo si su respuesta impulsional es igual a 0 para todo
valor negativo de la variable independiente (ver Demostracion 8):

|S es sistema LIT analégico causal & h(t) = Ts{6(t)} = 0,Vt < 0| (237)

|S es sistema LIT digital causal & h[n] = T¢{5[n]} = 0,Vvn < 0| (238)

Por tanto, S sera no causal si y solo si su respuesta impulsional es diferente de 0 para
algun valor negativo de la variable independiente:

S es sistema LIT analdgico no causal & 3t, < 0: h(ty) = T¢{6(ty)} # 0 (239)

S es sistema LIT digital no causal & 3n, < 0: h[ny] = Ts{6[nel} #0  (240)

Y, también, S serd anticausal si y solo si es no causal y su respuesta impulsional es igual
a 0 para todo valor no negativo de la variable independiente:

Jty < 0: h(ty) = Ts{S(ty)} # (

S es sistema LIT analégico anticausal < {h(t) = T4{8(6)} = 0, vt = 0 (241)
. .. . dng < 0: hingy] = Te{S[nyl} # 0
S es sistema LIT digital anticausal < {h[n] = To{8[n]} = 0, Vn = 0 (242)

Demostracion 8

Hacemos la demostracidn para el caso analdgico. Sean S un sistema LIT analdgico, x(t) su sefial
de entrada, y(t) su sefial de salida y h(t) su respuesta impulsional:

y(t) =x(@) *h(t) = h(t) *x(t) = f h(D)x(t — 1)dt (243)

Si S es causal, el célculo de y(t,) no depende de x(t) para valoresde t > t,, Vt, € R:

y(ty) = f h(D)x(ty, —1)dt = f h(t)x(ty —1)dt = h(t) =0,vT <0 (244)

Y, por lo que respecta al otro sentido de la implicacidn, si h(t) = 0,Vt < 0, entonces:

+oo +oo

y(t) = J- h(D)x(t —)dt = y(t,) = f h(D)x(ty —7)dt,Vty ER (245)
0 0

Con razonamientos similares, se demuestran facilmente los casos en que S es no causal y
anticausal. Y la demostracion para el caso digital es analoga y queda propuesta como ejercicio.
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Asi pues, y a modo de ejemplo ilustrativo, los sistemas S; y S, del Ejemplo 5 son causales, pues
se observa claramente en las ecuaciones (222) y (233) que sus respuestas impulsionales
cumplen con el criterio establecido en (237) y (238).

2.2.2. Estabilidad en sistemas LIT

Recordemos que la propiedad de estabilidad de un sistema es su capacidad de garantizar que
su salida estard acotada en amplitud siempre que también lo esté su entrada. Asi pues:

Un sistema LIT S es estable si y solo si su respuesta impulsional es absolutamente
integrable/sumable (ver Demostracion 9):

+00
S es sistema LIT analdgico estable < f |h(t)|dt < A (246)
+00
S es sistema LIT digital estable < Z |h[n]| < A (247)
n=—oo

siendo A un valor real finito (A € R).

En general, todo sistema LIT FIR es estable, pues, si la respuesta impulsional es una
sefial de longitud finita, las sumas de (246) y (247) siempre convergiran.

Demostracion 9

Hacemos la demostracién para el caso digital. Sean S un sistema LIT digital, x[n] su sefial de
entrada, y[n] su sefial de salida y h[n] su respuesta impulsional:

y[n] = x[n] * h[n] = h[n] * x[n] = Z h[m]x[n —m] (248)

Si S es estable, y[n] estard acotada en amplitud siempre que x[n] también lo esté:
x[n]l <A = |y[n]|<B (249)

siendo A y B valores reales finitos (4, B € R). Y ello implica que la respuesta impulsional de S es
absolutamente sumable:

ly[n]l = Z h[m]x[n —m]| < Z |h[m]x[n —m]| =
> Ihfmlilxin—mli < Y Ihfml4 = (250)

h>|0:1

AZlh |<B:>Z|h

m=—o m=—o



Universitat Oberta de Catalunya 64 Sefiales y sistemas | (Médulo 3)
(uoq) Caracterizacion temporal de sistemas LIT

Y, por lo que respecta al otro sentido de la implicacion, si la respuesta impulsional de S es
absolutamente sumable y x[n] estd acotada en amplitud, entonces y[n] también lo estara:

D Ikl <B = lylnll={ > himlxin—m]| <
nz_w . e . . (251)
> Ihlmllixn=mll < Y [h[mlld= 4 ) |hm]l < 4B

siendo A y B valores reales finitos (4, B € R).
La demostracidn para el caso analdgico es andloga y queda propuesta como ejercicio.

Asi pues, y a modo de ejemplo ilustrativo, el sistema S; del Ejemplo 5 es inestable, mientras
que el sistema S, de ese mismo ejercicio es estable (pues, recordemos, se trata de un sistema
LIT FIR).

2.2.3. Memoria en sistemas LIT

Recordemos que la memoria de un sistema es su capacidad de usar informacidn pasada de su
entrada para calcular su salida. Asi pues:

Un sistema LIT S tiene memoria si y solo si su respuesta impulsional es diferente de 0
para algun valor positivo de la variable independiente (ver Demostracién 10):

|S es sistema LIT analdgico con memoria <& 3ty > 0: h(ty) = Te{5(ty)} # 0| (252)

|S es sistema LIT digital con memoria & 3Iny > 0: h[ny] = Ts{d[nyl} # 0| (253)

Asimismo, la memoria de S sera el maximo valor positivo £y, o n,, para el cual su
respuesta impulsional es diferente de 0:

Memoria de § = max{t, > 0: h(t,) # 0} (254)
Memoria de S = max{n, > 0: h[n,] # 0} (255)

alli donde S es un sistema LIT analégico en (254) y su memoria es de t, segundos, y
donde S es un sistema LIT digital en (255) y su memoria es de n, muestras.

Por tanto, S sera un sistema instantaneo si y solo si su respuesta impulsional es igual a 0
para todo valor de la variable independiente distinto de 0:

S es sistema LIT analdgico instantaneo < h(t) = Ts{6(t)} =0,Vt #0 (256)

S es sistema LIT digital instantdneo & h[n] = T¢{6[n]} =0,vn =0  (257)

En general, todo sistema LIT FIR no anticausal tiene memoria finita o es instantaneo,
mientras que todo sistema LIT IIR causal tiene memoria infinita.
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Demostracion 10

Hacemos la demostracidn para el caso analégico. Sean S un sistema LIT analdgico, x(t) su sefial
de entrada, y(t) su sefial de salida y h(t) su respuesta impulsional:

y(t) = x(t) * h(t) = h(t) * x(t) = f h(Dx(t — 1)dt (258)

Si § tiene una memoria de t, segundos, el calculo de y(t) depende de x(t — t,), conty, > 0,y no
depende de x(t — t;), Vt; > t:

y(t) = f h(Dx(t — 1)dr = f h(Dx(t — 1)dr = {Zgz)zioé‘” >t (259)

Por lo que respecta al otro sentido de la implicacion, si h(t,) = 0y h(t) = 0,Vt > t,, con t, >
0, entonces:

to

y(t) = f h(D)x(t —1)dT = f h(x)x(t — t)dt (260)

—00

Y, asi, el calculo de y(t) depende de x(t — t;), con t, > 0, y no depende de x(t — t;), Vt; > t,.
La demostracion para el caso digital es andloga y queda propuesta como ejercicio.

Asi pues, y a modo de ejemplo ilustrativo, el sistema S; del Ejemplo 5 (que es un sistema LIT IIR
causal) tiene memoria infinita, mientras que el sistema S, de ese mismo ejercicio (que es un
sistema LIT FIR causal) tiene memoria de 1 muestra.

2.2.4. Invertibilidad en sistemas LIT

Recordemos que la propiedad de invertibilidad de un sistema es su capacidad de ser anulado
por otro sistema.

En primer lugar, conviene aclarar que si un sistema LIT es invertible, su sistema inverso
también es LIT. Consideremos por un momento un sistema LIT S; invertible cualquiera y su
sistema inverso, al cual denominaremos S,. Ante cualquier sefial presente en la entrada de S,
la asociacion serie que conecta la salida de S; a la entrada de S, genera en la salida de S, una
sefial igual a la sefial de entrada de §;. Por tanto:

Ts, {Ts, (x(0)}} = x(8), ¥x(6) (261)

Ts, {Ts, (elnl}} = x[n), vx[n] (262)

Entonces, puesto que S; es lineal, preserva en su salida cualquier combinacién lineal de
sefiales que se presente en su entrada. Asi, S, ha de preservar también en su salida cualquier
combinacion lineal de sefiales que se presente en su entrada, puesto que, ante cualquier
combinacion lineal de sefiales que haya en la salida de S;, S, ha de generar en su salida la
combinacion lineal de sefiales presente en la entrada de S;: si S;, por ser lineal, ha preservado
la combinacién lineal de sefales individuales en un sentido, S, ha de hacer lo propio en
sentido opuesto. O sea, S, también ha de ser lineal.
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Y, puesto que S; es invariante en el tiempo, su comportamiento no cambia con el paso del
tiempo. Claro, al ser su sistema inverso, S, implementa las operaciones inversas a las
operaciones que implementa S; : si las operaciones que implementa S; no cambian con el paso
del tiempo, sus inversas, que son las que implementa S,, tampoco lo hacen. O sea, S, también
ha de ser invariante en el tiempo. Asi pues:

Ts, {Ts, (@3} = x(0, ¥x(©) = (x(©) * by (©) * hp(6) = x(0), Vx(©)  (263)
Ts, {Ts, (x[nl}} = x[n), valn] = (x[n]  haln]) * hy[n] = x[n], vx[n]  (264)

siendo S; y S, sistemas LIT analdégicos en (263), cuyas respectivas respuestas impulsionales son
hy(t) y hy(t), y siendo S; y S, sistemas LIT digitales en (264), cuyas respectivas respuestas
impulsionales son hy[n]y hy[n].

Ademads, puesto que la convolucidn posee las propiedades conmutativa y asociativa, S, es el
sistema LIT inverso de S y S es el sistema LIT inverso de S,:

(x(®) * hy () * Ry () = (x(8) * hy(1)) * hy(t) = x(t) * hy(t) * hy(t) = x(t)  (265)
(x[n] * hy[n]) * hy[n] = (x[n] * hy[n]) * hy[n] = x[n] * hy[n] * hy[n] = x[n] (266)

Aclarado todo esto, ya podemos afirmar lo siguiente:

Un sistema LIT S; es invertible si y solo si existe otro sistema LIT S, tal que la
convolucion entre las respuestas impulsionales de ambos sistemas es igual a una seial
delta, y viceversa (ver Demostracion 11):

|Sl y S, son sistemas LIT analégicos inversos < hy(t) * h,(t) = 6(t)| (267)

|51 y S, son sistemas LIT digitales inversos < hy[n] * hy[n] = 6[n]| (268)

siendo h,(t) y h,(t) las respuestas impulsionales de S; y S,, respectivamente, en (267),
y hy[n] y h,[n] las respuestas impulsionales de S; y S,, respectivamente, en (268).

Demostracion 11

Demostramos el caso digital (y el caso analdgico es analogo y queda propuesto como ejercicio).
Sean S; y S, dos sistemas LIT digitales, y hy[1] y h,[n] sus respectivas respuestas impulsionales.

En primer lugar, si S; y S, son sistemas inversos:

x[n] * hy[n] * hy[n] = x[n] = h[n] = 6[n] = hy[n] * hy[n] = 6[n]

(269)
h[n] x[n]+*8[n]=x[n]
Y, en segundo lugar, si la convolucién entre hy[n] y h,[n] es una sefial delta:
hy[n] * hy[n] = 8[n] = x[n] * hy[n] * hy[n] = x[n] * §[n] = x[n] (270)

6[n]
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Conviene notar que, trabajando en el dominio del tiempo (como es nuestro caso en este
maddulo), no existe un método sistematico que permita calcular la respuesta impulsional S; a
partir de la de S,, o viceversa. Es decir, que la operacién convolucion no tiene operacion
inversa en el dominio del tiempo (como la resta lo es de la suma, o la division lo es del
producto). Asi, dada la respuesta impulsional de un sistema LIT, obtener la respuesta
impulsional de su sistema inverso no es algo trivial (insistimos, trabajando en el dominio del
tiempo). En médulos posteriores, veremos que, al abandonar el dominio del tiempo y pasar a
trabajar en dominios transformados (por ejemplo, con la Transformadas de Laplace para
sefiales analdgicas, o con la Transformada z para sefales digitales) esta dificultad con la que
hemos topado aqui desaparece y «deshacer» la operacién convolucién sera sumamente facil
(puesto que en estos dominios transformados la convolucién de sefales se transformara en un
producto de polinomios).

2.3.Asociacion de sistemas LIT

Como continuacidn directa de las propiedades de la convolucion demostradas en el apartado
1.2 y de las propiedades de los sistemas LIT estudiadas en el apartado anterior, seguidamente
vamos a ver cdmo modelizar los sistemas globales resultantes de asociar sistemas LIT en serie,
en paralelo, en lazo de realimentacion, o en configuraciones hibridas (en las que se combinen
varias de las anteriores).

2.3.1. Asociacion de sistemas LIT en serie

El sistema global S resultante de la asociacion de N sistemas LIT en serie (S1, S5, ..., Sy),
tal y como se muestra en la Figura 21, posee las siguientes propiedades:

e S es un sistema LIT cuya respuesta impulsional es el resultado de la
convolucion de las respuestas impulsionales de S1, S5, ..., Sy:

h(t) = hy(t) * hy(t) * ...* hy(t) (271)
h[n] = hy[n] * hy[n] * ... * hy[n] (272)

siendo h(t), o h[n], la respuesta impulsional de S, y h;(t), o h;[n], la respuesta
impulsional de S;, respectivamente, en (271) y (272),ycon N € Zy N = 2.

e S es independiente del orden en que S4,S,, ..., Sy se asocien en serie, puesto
gue, como consecuencia directa de las propiedades conmutativa y asociativa de
la convolucidn, los resultados de las operaciones expresadas en (271) y (272)
son insensibles a cualquier modificacion de la posicion de las diferentes h;(t), o
hi[n], y del orden de célculo de las diferentes convoluciones implicadas.

En términos de representacidn gréfica, estas conclusiones se traducen en lo siguiente:
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h(t)
x(t) (&) = x(€) * by (t) * ...x hy(t)
—> Sl _’ e —> SN —
x[n] y[n] = x[n] = by [n] * ... % hy[n]
hin]
I
x(t) y(t) = x(t) * h(t)
—» S L »
x[n] y[n] = x[n] * h[n]

Figura 21. Sistema LIT S resultante de la asociacién en serie de N sistemas LIT (S, S5, ..., Sy).

h(t)
x(t) y(@) = x(t) * hy(£) = hy(£)
— 5 » S, —»
x[n] yIn] = x[n] * hy[n] * hy[n]
h[n]
Ml
h(t)
x(t) y(@) = x(t) * hy () * hy (£)
— S, > L =
x[n] y[n] = x[n] * hy[n] * hy [n]
h[n]
Ml
x(t) y() = x(t) * h(t)
—> 5 —
x[n] y[nl = x[n] = hln]

Figura 22. El resultado de la asociacion en serie de sistemas LIT es independiente del orden en la asociacion.

2.3.2. Asociacion de sistemas LIT en paralelo

Este resultado es consecuencia directa de la propiedad distributiva respecto de la suma de la
convolucién aplicada sobre la asociacién en paralelo de sistemas LIT mostrada en la Figura 23:
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>S5 h(t)
x(t) . . . y(@) = x(t) = hy (O + -+ x(0) * hy (t) = () * (R (©) + - + hy (D)
x[n] ' | ' yIn] = x[n] * haln] + -+ x[n] * hy[n] = x[n] * (ha ] + -+ hy[n)
> Sy hln]
1
N
x(t) y@© =x@) = h(@) =x@)* »  h(0)
S l;l
x[n] ylnl = xfn] « hin] = xlnl+ D" hln]
i=1

Figura 23. Sistema LIT S resultante de la asociacion en paralelo de N sistemas LIT (S, S>3, ..., Sy).

2.3.3. Asociacion de sistemas LIT en lazo de realimentacion

La asociacion de dos sistemas LIT S; y S, en lazo de realimentacidn, tal y como se muestra en
la Figura 24, da como resultado un sistema global S que también es LIT.

Ahora bien, obtener la respuesta impulsional de S a partir de las repuestas impulsionales de §;
y S, ya no es algo tan trivial como en las asociaciones en serie y en paralelo. O, al menos, no lo
sera mientras trabajemos en el dominio del tiempo.

x(t) y(£) = x(t) = hy () + y (&) * hy(t) * hy(E)
»pD—> S >
x[n] 1 i yInl = x[n] = hy[n] + yIn] = hy[n] = hy[n]
S, <
[
x(t) y(©) = x(t) x h(t) = x(t) * hy () * h3 ()
—> S —>
x[n] yInl = x[n] = hn] = x[n] = hy[n] * h3[n]

Figura 24. Sistema LIT S resultante de la asociacidn en lazo de realimentacidon de dos sistemas LITS; y S,.

Asi, siendo h(t), o h|n], la respuesta impulsional de S, y hy(t) y h,(t), o hy[n] y hy[n], las
respuestas impulsionales de S; y S,, respectivamente, vemos que la salida de S es la salida de
Sy ante la suma de la sefial de entrada de S mas la salida de S, ante la sefial de salida de S (que
es la sefal realimentada):

y(©) = Tslx(©)} = Ts, {x(0) + Ts,y@©}} = (x(©) + (7() * h () ) * hy (8) =
x(E) * hy (6) + Y(£) * hy () * hy(2)
yln] = Tslxlnl} = T, {x[n] + Ts,y[nl}} = (x[n] + (y[n] * hy[n])) * hy [n] =

x[n] * hy[n] + y[n] * hy[n] * hy[n]

(275)

(276)

Aislando y(t) e y[n], se obtiene que:
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y(@) = y(@) * ha(t) * hp(t) = x(t) * hy (8)
y(®) * (8(6) — hy (6) * hy (1) = x(t) * hy (1)

(277)
y(£) % (8() = hy (£) * hy(8)) * ha(t) = x(t) * hy () * hs(t)
5@ h(t)
y[n] = x[n] = hy[n] + y[n] * hy[n] * hy[n]
yln) + (8l = hy [+ hy[n]) = ¥l » hy ] 078)
y[n] = (6[n] — hy[n] * hy[n]) * h3[n] = x[n] * hy[n] * h3[n]
[n] h[n]
alli donde h5(t), o h3[n], es una sefial tal que:
ha(8) * (8(8) = ha () x ha(8)) = 8(t) = hy(t) x h3() = 6(1) (279)
h3(t)
ol @) Il =gl = 0] = Bl + o) = 50

Es decir, que la respuesta impulsional de S es el resultado de la convolucién entre la
respuesta impulsional de S y la respuesta impulsional del sistema LIT inverso al sistema LIT
cuya respuesta impulsional fuese h5(t), o h3[n]:

h(t) = hy(t) * h3(t) (281)
hn] = hy[n] * h3[n] (282)

Y, como ya hemos visto al estudiar la invertibilidad en sistemas LIT (en el apartado 2.2.4 de
este mismo madulo), no hay ninglin método sistematico que, trabajando en el dominio del
tiempo, nos permita calcular la respuesta impulsional del sistema LIT inverso a otro sistema LIT
a partir de la respuesta impulsional de este.

Serd en moddulos posteriores donde, gracias a la Transformada de Laplace para sefales
analdgicas, o a la Transformada z para sefiales digitales, podremos caracterizar mas facilmente
el sistema LIT resultante de la asociacién en lazo de realimentacién de dos sistemas LIT.

2.3.4. Asociaciones de sistemas LIT hibridas

Los sistemas LIT pueden asociarse combinando arbitrariamente estas formas de asociacion
basicas: en serie, en paralelo y en lazo de realimentacidon. Cuando esto ocurre, obtener la
respuesta impulsional del sistema LIT global resultante de una asociacion hibrida de este estilo
pasa por combinar las caracterizaciones correspondientes a cada una de las formas de
asociacion bdasicas que acabamos de estudiar.

En este sentido, a continuacién se propone un ejercicio de caracterizacidon del sistema LIT
resultante de la asociacién hibrida de varios sistemas LIT.

Ejemplo 6

Sea la siguiente asociacién hibrida de cuatro sistemas LIT digitales:
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Sz
n +
x[n] ;:r(“) > S —e——> y[n]
S3

A

S4

Figura 25. Asociacién de los sistemas S, S, S3y S4.

alli donde las respuestas impulsionales de S;, S, S3 y S, son, respectivamente, las siguientes:

hy[n] = cos(mn) uln] (283)

hy[n] = 8[n] — %6[71 -2] (284)
1

hs[n] = —56[n —1] (285)

hy[n] = (%)n_ uln —1] (286)

Se pide obtener la respuesta impulsional del sistema global S resultante de la asociacion vy
determinar sus propiedades.

Solucion

Puesto que los cuatro sistemas son LIT y puesto que la asociacion hibrida llevada a cabo combina
una asociacion en paralelo (S, y S3), una asociacién en serie (S; con el paralelo de S, y S3) y un
lazo de realimentacion (S, realimenta la salida de la asociaciéon de S;, S, y S5 a la entrada de esa
misma asociacion), el sistema global S también sera un sistema LIT. Por tanto, una vez hallemos
la respuesta impulsional de S (h[n]), sera facil determinar cuales son sus propiedades.

Entonces, para simplificar las cosas, vamos a calcular la respuesta impulsional del sistema LIT
resultante de la asociacién de S;, S, y S5, que denominamos hg[n]:

hs[n] = hy[n] = (hy[n] — h3[n]) =

1 1
(cos(mtn) u[n]) * (6[71] - ES[n - 2]+ E(S[n — 1]) =
1 1
cos(mn) u[n] + Ecos(rm —mun—-1] - Ecos(rm —2m)uln—2] =
L L (287)
cos(mn) u[n] — Ecos(rm) uln—1] - Ecos(nn) un—2] =

1 1
cos(mn) (u[n] - Eu[n —-1] - Eu[n - 2]) =

1 1
cos(mn) (S[n] +§6[n— 1]) = §[n] —E(S[n— 1]
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Asi, ahora ya podemos aplicar la ecuacion (282) para caracterizar la respuesta impulsional del
sistema LIT global S:

h[n] = hs[n] = hg[n] (288)
alli donde, de acuerdo con (280), la sefial hg[n] es:

he[n]  (8[n] — hs[n] * hy[n]) = 8[n] = he[n] * hg[n] = 6[n]

hg[n]

(289)

Calculamos hg[n], que seria la respuesta impulsional del sistema LIT inverso al sistema LIT que
tuviese por respuesta impulsional a hg[n]:

1 1\"!
yfn] = O] = hsln] * hy[n] = 6[n] = (8] =5 81— 11) ((5) ufn - 1]) -
sln] — (%)n_ uln—1] - %@n_ uln—2] = (290)
1 n-1
ot - (5)  (uln—11=uln = 2) = 8nl = 8[n - 1]

Calculamos ahora hg[n] aplicando en (289) la expresion hallada para hg[n] en (290):
he[n] * (6[n] — 6[n —1]) = 8[n] = hg[n] — he[n — 1] = 8[n] = he[n] = u[n (291)

Y, finalmente, ya podemos calcular la respuesta impulsional del sistema LIT global S desde (288):

1 1
hln] = h[n] * he[n] = (6[n] ~ > 8ln - 1]) culn] = uln] - Sufn - 1]
(292)
h[n] = &[n] + %u[n —1]

Entonces, respecto de las propiedades de S, vemos, atendiendo a su respuesta impulsional, que:

e S es un sistema LIT causal, puesto que su respuesta impulsional es igual a 0 para todo
valor negativo de la variable independiente:

h[n] =0,vn <0 (293)

e S esunsistema LIT inestable, puesto que su respuesta impulsional no es absolutamente
sumable:

+N

+N +N 1 1
lim Z [hin]| = lim Z |6[n]+zu[n—1]| =14lm Y oo (29)
n=-N n=-N n=1

e S es un sistema LIT con memoria infinita, puesto que su respuesta impulsional presenta
valores diferentes de 0 paran — +oo:

1
lim h[n] = E (295)

n-+oo

e Si S es un sistema LIT invertible, existe una sefial h'[n] (que seria la respuesta
impulsional del sistema LIT inverso de S) cuya convolucién con h[n] da lugar a §[n]:
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h[n] * h'[n] = 8§[n] = <6[n] + %u[n - 1]) *h'[n] = 8[n] (296)

Se observa que h[n] es una sefial infinita orientada a la derecha cuya muestra inicial es
n = 0. Asi, para el célculo de esta convolucién, «fijamos» h[n] y giramos y desplazamos
h'[n]. Entonces, para que h[n] = h'[n] = §[n], vemos que la sefial desplazada en el
célculo de la convolucién ha de ser tal que h'[n] = 0,¥n < 0, puesto que tanto h[n]
como &8[n] son iguales a 0 para n < 0. Asi pues, tanto si h’'[n] acaba siendo una sefial
finita o una sefial infinita orientada a la derecha, la muestra inicial de h'[n] esn = 0.

En estas condiciones, planteamos la convolucién por tramos de acuerdo con la Figura9y
nos situamos en la muestra inicial del segundo tramo de la convolucién (el tramo en el
que empieza el solapamiento entre h[n] y h'[n]). Calculando la convolucién muestra a
muestra, se observa la siguiente tendencia:

n<0:h'[n]=0

n = 0:h'[0]h[0] =6[0] =1 = R'[0] =1

n = 1: KTLIR[0] + K[O]A[1] = 6[1] = 0 = A'[1] = — =

h'[1] 1/2 2
n = 2: K'[2]R[0] + K'[1]A[1] + K'[0]R[2] = 8[2] =0 = h'[2] = —%
h'[2] -1/4 1/2
1 (297)
n = 3: h'[3]h[0] + A'[2]h[1] + R'[1]R[2] + R'[0]R[3] =0 = K'[3] = —=
h'[3] -1/8 -1/4 1/2 8
n = 4: h'[4]h[0] + A'[3]h[1] + R'[2]Rh[2] + R'[1]R[3] + R'[0]h[4] = O
h'[4] -1/16 -1/8 -1/4 1/2
h'[4] = 1
= h'[4] = 16
Por tanto, vemos que h'[n] es la siguiente sefial:
1 n
'[n] = 8[n] — (E) uln — 1] (298)

Lo cual nos confirma que S es un sistema LIT invertible, puesto que hemos sido capaces
de encontrar la respuesta impulsional de su sistema LIT inverso.

2.4. Analogia intuitiva entre sistemas LIT y matrices

Sabemos, puesto que ya lo estudiamos en el primer mddulo, que una sefial (tanto da si
analdgica o digital, tanto da si finita o infinita) no es mas un vector. De lo que se trata ahora es
de comprender que, entendidos en términos algebraicos, los sistemas LIT no son ni mas ni
menos que matrices. Y, como en el caso de las sefiales/vectores, esto no es una simple
analogia, sino una relacion de identidad: sistema LIT = matriz.
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De entrada, recordemos que el producto entre un vector y una matriz da lugar a otro vector,
de modo tal que una matriz transforma linealmente un vector en otro vector distinto.

llustremos esto con un ejemplo sencillo. Sean el vector a y la matriz M:

a=[11/2 1/3] (299)

. [12300

M=[01234 (300)
00123

alli donde @ es un vector de R3 (de 1 fila y 3 columnas) y donde M es una matriz de R3 x RS
(de 3 filas y 5 columnas).

Recordemos ahora cémo funciona el producto matricial: el producto escalar de la fila i-ésima
de la primera matriz por la columna j-ésima de la segunda matriz da lugar al elemento (i, )
del resultado. Asi, el producto de a - M son cinco productos escalares, lo cual da lugar a un
nuevo vector b de R> (de 1 filay 5 columnas):

B _ 12300
b=a-M=[11/2 1/3]'[01,23<1 =[1 5/2 13/3 13/6 1] (301)
00123

Por tanto, se observa que M transforma vectores de R3 (en el ejemplo, @) en vectores de R®
(en el ejemplo, b). Y que dicha transformacién es lineal, puesto que la componente j-ésima de
b (vector de salida de la transformacién lineal) es el resultado del producto escalar de @
(vector de entrada de la transformacién lineal) por la columna j-ésima de M.

Pues bien, exactamente de este mismo modo, un sistema LIT implementa una transformacion
lineal que, aplicada a una sefial (sefal de entrada del sistema), da lugar a otra sefial (seiial de
salida del sistema). Para comprender cdmo sucede esto, vamos a considerar, también a modo
de ejemplo, una sefial digital de longitud finita (x[n]) y un sistema S LIT digital cuya respuesta
impulsional (h[n]) también es de longitud finita:

1 1
x[n]:6[n]+§6[n—1]+§6[n—2] (302)
h[n] = 6[n] + 26[n— 1] + 36[n — 2] (303)

Nétese que x[n] es de longitud 3 y que sus muestras (1, 1/2, 1/3) son iguales a las
componentes del vector @, y que h[n] también es de longitud 3 y que sus muestras (1, 2, 3)
coinciden con los valores distintos de 0 que se van desplazando de columna en columna a lo

largo de las filas de M.

Siendo x[n] la sefial de entrada de S, su sefial de salida serd igual al resultado de la
convolucién x[n] * h[n], que podemos resolver facilmente de acuerdo con la ecuacion (64):

y[n] = x[n] x h[n] = 6[n] +;6[n —1] +§6[n— 2] +§6[n —3]+6[n—4] (304)

Nétese que y[n], siendo el resultado de la convolucién x[n] * h[n], es de longitud 5 y que sus

muestras son iguales a las componentes del vector b, que es el resultado del producto @ - M.
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Detengdmonos a observar, paso por paso, el proceso de cdlculo por tramos de la convolucién
entre x[n] y h[n], dejando «fijada» x[n] y desplazando y girando h[n]. Descontados los
tramos primero y ultimo (que carecen de interés, puesto que en ellos no hay solapamiento
entre ambas sefiales), vemos que, cada vez que h[n — m] se desplaza una muestra hacia la
derecha, ese paso de la convolucidn da lugar a una muestra de y[n], que es el resultado de
multiplicar muestra a muestra x[m] por h[n —m] y sumar los resultados de las tres
multiplicaciones. Es decir, y[ny] es el resultado del producto escalar de x[m] por h[ny, — m].

Al comparar, pues, la operacién @-M con la operacién x[n] * h[n], vemos que ambas
operaciones son exactamente la misma. Solo hay que darse cuenta de que las componentes
de @ son las muestras de x[m], y de que las componentes de cada columna de M son las
muestras de las diferentes versiones desplazadas de h[n — m]. Esta comparacion puede
verse aun mas facilmente si la implementamos en MATLAB:

>> x = [1 1/2 1/3];
> h = [1 2 3];
>> a = x
a:
1.0000 0.5000 0.3333

> M = [h 0 0;0 h 0;0 0 h]

M =
1 2 3 0 0
0 1 2 3 0
0 0 1 2 3
>> a*M
ans =
1.0000 2.5000 4.3333 2.1667 1.0000

>> conv (x,h)
ans =
1.0000 2.5000 4.3333 2.1667 1.0000

Finalmente, como ya comentamos en el primer mddulo al establecer la analogia entre sefiales
y vectores, esto puede extrapolarse a cualquier sistema LIT y a cualquier sefial, ya sean
analdgicos o digitales, ya sean de longitud finita o infinita. Simplemente, hay que establecer la
analogia con vectores de infinitas componentes y matrices de infinitas filas y columnas.

Por lo tanto, en términos algebraicos, se concluye que:

e Un sistema LIT es una matriz.

e La sefial de salida de un sistema LIT es una transformacién lineal de la senal de
entrada.

e Laoperacidn convolucion es una sucesion de productos escalares.
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3. Relacion entrada-salida de sistemas LIT

Llegados a este punto, ya sabemos cdmo caracterizar completamente cualquier sistema LIT
mediante su respuesta impulsional. Sin embargo, aun queda pendiente la cuestién de cémo
relacionar la respuesta impulsional de un sistema LIT con su relacidn entrada-salida.
Ciertamente, una vez conocida su respuesta impulsional, la relacién entrada-salida de un
sistema LIT ya no es necesaria, pues no aporta ninguna informacién que no esté contenida en
la respuesta impulsional. Sin embargo, si es interesante saber cdmo calcular de manera
adecuada la respuesta impulsional de un sistema LIT a partir de su relacion entrada-salida.

En esta seccidon, no vamos a estudiar las diferentes formas que puede adoptar la relacién
entrada-salida de un sistema LIT en términos generales, sino que vamos a centrar el foco en
una cierta clase de sistemas LIT de gran importancia en la practica. En particular:

e Los sistemas LIT analégicos cuya relacion entrada-salida adopta la forma de una
ecuacién diferencial lineal de coeficientes constantes.

e Los sistemas LIT digitales cuya relacién entrada-salida adopta la forma de una ecuacion
en diferencias lineal de coeficientes constantes.

Sucede que una amplia variedad de sistemas y de fendmenos fisicos pueden ser descritos
como sistemas LIT de esta clase. En concreto, la gran mayoria de sistemas LIT presentes en el
ambito de la ingenieria pertenece a esta clase de sistemas LIT, y muy especialmente aquellos
que presentan un mayor interés practico. Por ejemplo: los circuitos electrénicos de primer
orden (RCy RL), de segundo orden (RLC) y de érdenes superiores; el movimiento de un cuerpo
sujeto a aceleraciones y fuerzas de friccidn; los sistemas mecdnicos amortiguados; la cinética
de las reacciones quimicas; la descripcion de la acumulacion de ahorros y deudas bancarias; las
operaciones de calculo estadistico mas comunes (acumulaciones, promedios, variancias...); etc.

De ahi el interés en esta clase de sistemas LIT. Ademds, al tratarse de sistemas que modelizan
situaciones reales, vamos a ocuparnos Unicamente del estudio de las ecuaciones diferenciales
y las ecuaciones en diferencias correspondientes a sistemas LIT causales (es decir, y como ya
sabemos, los Unicos que son implementables en la practica a tiempo real).

Finalmente, conviene destacar que en esta seccidon nos limitaremos a describir la forma vy las
particularidades de las relaciones entrada-salida de esta clase de sistemas, asi como de sus
diagramas de bloques asociados, pero no entraremos al detalle en los desarrollos matematicos
qgue permiten llegar a las soluciones de estas ecuaciones. Del mismo modo que con la
invertibilidad o con la asociacidon en lazo de realimentacién de sistemas LIT, aqui también
sucede que la solucidon mas sencilla a este problema la veremos en mddulos posteriores, al
abandonar el dominio temporal y empezar a trabajar en dominios transformados; en el caso
concreto de estas ecuaciones que a continuacidn veremos, serdn la Transformada de Laplace y
la Transformada z las que nos permitiran obtener muy facilmente la respuesta impulsional de
esta clase de sistemas LIT a partir de sus relaciones entrada-salida.
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3.1.Sistemas LIT analodgicos causales: ecuacion diferencial lineal de
coeficientes constantes

Considérese la siguiente relacién entrada-salida de un sistema (auin no LIT) analégico S:

i dey(e) i . dex(®) 305
T ko dtk

k=0 k=0
alli donde x(t) e y(t) son las sefiales de entrada y de salida de S; d*x(t)/dtk y d*y(t)/dt*
son las derivadas k-ésimas de x(t) e y(t); a, y by son coeficientes constantes de magnitud

finita (lag|, |bx| +» )y, en general, complejos (ay, by € C), con ay, # 0; y N y M son enteros
finitos no negativos (N,M € Z, con N,M = 0).

La ecuacion expresada en (305) es una ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes
de orden N y nos indica que la salida de S se calcula a partir de x(t), las M primeras derivadas
de x(t) y las N primeras derivadas de y(t), todas ellas multiplicadas por coeficientes
constantes (ay y by) y sumadas entre si; es decir:

dy@® = d?y(®) dVy(t)
apy(t) + a; Sty =
(306)
dx(t) d?x(t) dMx(t)
box(t) + by 7t + b, 12 4+ by W
Facilmente, podemos aislar la sefial de salida del sistema en esta ecuacion:
M N
by d*x(t) a, d¥y(t)
y(t)=Z—" - —Z—" A (307)
Qo dt Ag dt
k=0 k=1

Esta expresidon nos permite proponer, sin demasiada dificultad, una posible implementacion
(no es la unica, pues hay otras posibilidades que aqui no estudiaremos) del diagrama de
bloques asociado a una relacién entrada-salida de esta forma:

x(t) » y(1)

Figura 26. Posible implementacion del diagrama de bloques de un sistema analdgico regido por una relacién
entrada-salida cuya forma es una ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes de orden N.
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Se observa que cada término de la ecuacién diferencial asociado a x(t) o una de sus derivadas
se corresponde con una «rama de entrada» del sistema, mientras que cada término asociado a
una de las derivadas de y(t) se corresponde con una «rama de realimentacion» del sistema.

Entonces, a la luz de esta relacién entrada-salida y su diagrama de bloques asociado, podemos
concluir las siguientes afirmaciones en lo referente a las propiedades bdsicas de este sistema:

e El sistema S es invariante en el tiempo, puesto que en la ecuacién (307) solo hay
operaciones de derivacion de x(t) e y(t), productos por constantes y sumas.

e El sistema $ es causal, puesto que en la ecuacién (307) no se usa informacion futura
de x(t) nide y(t).

e Si N = 0 (es decir, si no hay ramas de realimentacion), el sistema S es estable, puesto
que, sin ramas de realimentacién, su salida esta acotada en amplitud siempre que lo
esté su entrada.

Si N > 0 (es decir, si hay alguna rama de realimentacién con a; # 0), la estabilidad
del sistema S dependera de los valores de los coeficientes ay. Y, por el momento, no
diremos mas sobre esta cuestién®.

e SiN > 0, el sistema S tiene memoria infinita (y, por tanto, es IIR), debido al hecho de
tener ramas de realimentacion (i.e. que haya algun a;, # 0 para k > 0)2

Si N = 0, el sistema S tiene memoria finita (y, por tanto, es FIR), puesto que, sin
ninguna rama de realimentacidn, su memoria no puede ser infinita.

SiM = N = 0, el sistema S es instantaneo, puesto que la ecuacion (307) se reduce a

y(t) = (bo/ap)x(t).
e Elsistema S es invertible. Y, por el momento, no diremos més sobre esta cuestion?.

Conviene notar que la Unica propiedad del sistema S que, hasta el momento, no hemos
evaluado es la de linealidad (indispensable para poder determinar si S es o no un sistema LIT).
Para poder hacerlo adecuadamente, es necesario tener en cuenta que la solucion explicita de
la ecuacidn (307) tiene dos partes diferentes:

y() =y, () + yn(0) (308)

alli donde:

! La condicién de estabilidad de esta clase de sistemas la hallaremos mucho mas ficilmente en el
siguiente modulo, al estudiarlos mediante la Transformada de Laplace.

2 Podria llegar a darse el caso de que, aun habiendo algin a; # 0 para k > 0, el sistema no fuera de
memoria infinita (ni, por tanto, IIR). Tal caso sucederia si la ecuacidn diferencial fuese simplificable y, al
ser simplificada, quedara una ecuacion diferencial de orden 0. De este modo, se trataria de un sistema
sin ramas de realimentacion y, con ello, seria estable y de memoria finita (y, por tanto, FIR). Este caso
(muy particular) se vera mucho mas claramente en el siguiente mddulo, al estudiar esta clase de
sistemas mediante la Transformada de Laplace.

3 De nuevo, obtener la relacién entrada-salida del sistema inverso al sistema S es muy sencillo usando la
Transformada de Laplace, herramienta que estudiaremos en el siguiente médulo.
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* y,(t) esla denominada solucién particular de la ecuacién diferencial y no es mas que
la parte de la solucidn total que depende de x(t). O sea, la solucion particular es la
parte de la solucién que nos interesa conocer, pues de lo que se trata es de poder
obtener y(t) en funcion de x(t), para, de este modo, poder calcular la respuesta
impulsional del sistema S (que, como sabemos, es y(t) cuando x(t) = &(t)). A esta
parte de la solucion también se la denomina respuesta forzada del sistema.

e yu(t) es la denominada soluciéon homogénea de la ecuacidn diferencial y no es mas
que la parte de la solucidn total que no depende de x(t). A esta parte de la solucién
también se la denomina respuesta libre del sistema (o sea, la respuesta del sistema en
ausencia de sefial de entrada).

Asi pues, la existencia de una solucidn homogénea (o respuesta libre) asociada a la relacién
entrada-salida del sistema indica que la salida de este sistema puede no ser igual a 0 en
ausencia de sefial de entrada (o sea, cuando x(t) = 0). Y justamente ese es el quid de la
cuestion en lo referente a la linealidad de S: un sistema en que x(t) = 0 no implica que
y(t) = 0 no es un sistema lineal.

Para entender esto, Unicamente hay que analizar (tal y como ya vimos en el médulo anterior)
sistemas tales como los siguientes (son solo dos ejemplos) y darse cuenta de que, en efecto,
son no lineales:

y() =x(t) +K (309)

y(@) = x(0) +p(0) (310)

siendo K una constante y p(t) una sefial cualquiera (en ambos casos, totalmente
independientes de x(t)). En ambos casos, se da que y(t) # 0 cuando x(t) = 0.

Asi pues, necesitamos saber si es posible anular la respuesta homogénea de S (y,(t) = 0),
puesto que:

o Siyn(t) # 0, el sistema S es no lineal, tal y como ilustran los dos ejemplos de (309) y
(310).

e Siyn(t) =0, el sistema S es lineal, puesto que, en este caso, la solucidn explicita para
y(t) asociada a su relacién entrada-salida es enteramente dependiente de x(t) (es
decir, y(t) = y,(t)) y, garantizado esto, demostrar la linealidad de S es bien fécil, ya
que en la ecuacién (307) solo hay operaciones de derivacion de x(t) e y(t), productos
por constantes y sumas (todas ellas, operaciones lineales).

Entonces, para saber bajo qué condiciones se da que y, (t) = 0, forzamos que x(t) =0 en la
ecuacion (305) e igualamos la expresién resultante a 0:

N
) =0 dy(t)
;h(t) = 0} = Z U =0 (311)

Por tanto, la solucidon a esta ecuacién (311), si existe, nos indica cudles son las condiciones
bajo las que el sistema S es lineal, pues son las condiciones que anulan la respuesta libre del
sistema (v, (t) = 0).



Universitat Oberta de Catalunya 80 Sefiales y sistemas | (Médulo 3)
(uoq) Caracterizacion temporal de sistemas LIT

Para hallar estas condiciones, pero sin tener que calcularlas explicitamente (lo cual no nos
interesa demasiado, puesto que lo importante aqui no es este calculo en si, ni la forma de
v, (t), sino como garantizar que y; (t) = 0), pensemos por un momento en el instante en que
este sistema S empieza a funcionar. Pongamos por caso que el sistema se pone en marcha en
t =ty, de modo que, el sistema empieza a calcular la sefial de salida en ese instante. En
ausencia de sefial de entrada (x(t) = 0), la ecuacion (311) para t = t, queda como sigue:

N
d*y(to)
— - = 312
Z T 312)
k=0

Vemos que hacer este célculo requiere determinar el valor de d*y(t,)/dt* para k € {0, ..., N}
en ausencia de sefial de entrada, de modo que los valores que adopten y(t) y sus derivadas
en este instante inicial seran independientes de x(t).

Asi, si forzamos que d*y(ty)/dt* = 0 para k € {0, ..., N}, estaremos garantizando que se
cumple la ecuacion (312). Debido a que el sistema es realimentado, los valores de y(t) y sus
derivadas tras el instante inicial (t > t,) dependen de sus valores iniciales en t = t;. De este
modo, forzar que d¥y(t,)/dt* = 0 para k € {0, ..., N} garantiza que y,(t) = 0 para todo
valor de t. Asi, eliminar la posibilidad de que y(t) sea independiente de x(t) en el instante
inicial en que el sistema se pone en funcionamiento, implicar eliminar la posibilidad de que,
en general, haya una parte de y(t) que sea independiente de x(t).

Por tanto, vemos que es la puesta en condiciones iniciales del sistema lo que determina su
respuesta libre; esto es, lo que determina si hay o no solucién homogénea (parte de la salida
independiente de la entrada) asociada a la relacidn entrada-salida del sistema; esto es, lo que
determina si el sistema es o no lineal. Y la puesta en condiciones iniciales que garantiza que el
sistema S es lineal consiste en forzar que las salidas de los bloques de derivacion del sistema
(ver la Figura 26) valgan 0 en el instante inicial en que el sistema se pone en funcionamiento.

Asi pues, todo lo expuesto hasta este punto se resume en el siguiente lema, que queda como
la conclusidn final de este apartado:

Todo sistema analégico S regido por una relacion entrada-salida con forma de
ecuacion diferencial lineal de coeficientes constantes de orden N:

N M
dy(t) d*x(t)
00 S

k=0 k=0

es un sistema LIT si la puesta en condiciones iniciales del sistema es tal que:

d*y(to)

i 0, Vk €{0,...,N} (314)

siendo y(t) = T¢{x(t)}; t, el instante inicial (o de puesta en marcha) de S; a, by € C,
conag #0;yN,M € Z,conN,M = 0.
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Habiendo garantizado que S es un sistema LIT, ahora ya si interesa conocer su respuesta
impulsional (pues, como sabemos, caracteriza totalmente el sistema por ser este LIT). Por
tanto, ahora ya si interesa calcular su respuesta particular, es decir, calcular su salida
explicitamente en funcidn de su entrada, para poder obtener su respuesta impulsional.

Sin embargo, esto es algo que no haremos aqui, sino en el siguiente modulo, puesto que, como
ya hemos advertido varias veces a lo largo de este mddulo, este es un calculo que se resuelve
de forma sistematica y razonablemente sencilla mediante el uso de la Transformada de
Laplace.

3.2.Sistemas LIT digitales causales: ecuacion en diferencias lineal de
coeficientes constantes

El caso digital es andlogo al caso analdgico, de modo que el desarrollo de este apartado es
similar al del apartado anterior. Debido a esto, la explicaciones serd aqui mas directas y
escuetas, y nos detendremos Unicamente en las particularidades exclusivas del caso digital
(que las hay y tienen su interés).

Considérese la siguiente relacién entrada-salida de un sistema (aun no LIT) digital S:

N

M
Z apyln—k] = Z bix[n — k| (315)

k=0 k=0

siendo y[n] = T¢{x[n]}; los coeficientes constantes ay, by € C, con ay # 0; y N,M € Z, con
N,M = 0.

La ecuacidon expresada en (315) es una ecuacidon en diferencias lineal de coeficientes
constantes de orden N:

apy[n] + ary[n — 1] + azy[n — 2] + -+ ayy[n — N] =

(316)
box[n] + byx[n — 1] + byx[n — 2] + -+ + by x[n — M]
Facilmente, podemos aislar la sefal de salida del sistema en esta ecuacién:
M b N
a
y[n] = Z—kx[n—k] —Z—ky[n—k] (317)

o
o

k=0 k=1

En la Figura 27, se propone una posible implementacién (no es la Unica, pues hay otras
posibilidades que aqui no estudiaremos) del diagrama de bloques asociado a una relacion
entrada-salida de esta forma.

Se observa que cada término de la ecuacién en diferencias asociado a x[n] o una de sus
versiones retardadas se corresponde con una «rama de entrada» del sistema, mientras que
cada término asociado a una de las versiones retardadas de y[n] se corresponde con una
«rama de realimentacion» del sistema.
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by/aq
x[n] ———— > T > yln]
y y
-1 -1
z by/aq —a;/ag z
p
A 4 y
-1 -1
z by/ag —az/ag z
b

by/aq —ay/a

Figura 27. Posible implementacion del diagrama de bloques de un sistema digital regido por una relacién entrada-
salida cuya forma es la de una ecuacidn en diferencias lineal de coeficientes constantes de orden N.

Entonces, a la luz de esta relacién entrada-salida y su diagrama de bloques asociado, podemos
concluir las siguientes afirmaciones en lo referente a las propiedades bdasicas de este sistema:

e El sistema S es invariante en el tiempo, puesto que en la ecuacion (317) solo hay
operaciones de retardo de x[n] e y[n], productos por constantes y sumas.

e El sistema S es causal, puesto que en la ecuacién (317) no se usa informacion futura
de x[n] ni de y[n]. Sin embargo, si alguno de los dos sumatorios de la ecuacion en
diferencias se iniciase para algun valor negativo del indice (k < 0), entonces el sistema
si seria no causal, puesto que si estaria usando informacién futura de x[n] y/o de y[n].

e Si N = 0 (es decir, si no hay ramas de realimentacidn), el sistema S es estable, puesto
que, sin ramas de realimentacién, su salida esta acotada en amplitud siempre que lo
esté su entrada.

Si N > 0 (es decir, si hay alguna rama de realimentacién con a; # 0), la estabilidad
del sistema S dependera de la magnitud de los valores de los coeficientes a;. En
concreto, si |a,/ag| < 1,Vk € {0, ..., N}, el sistema S sera estable”.

e SiN > 0, el sistema S tiene memoria infinita (y, por tanto, es IIR), debido al hecho de
tener ramas de realimentacion (i.e. que haya algun a;, # 0 para k > 0)°.

# Las causas de esta condicién de estabilidad (el factor de ganancia que pondera una rama realimentada
ha de ser de médulo menor que la unidad para que el sistema sea estable) ya las vimos en el médulo
anterior. Aun asi, quedaran plenamente justificadas en mddulos posteriores, cuando estudiemos esta
clase de sistemas mediante la Transformada z.

5 Podria llegar a darse el caso de que, aun habiendo algin a; # 0 para k > 0, el sistema no fuera de
memoria infinita (ni, por tanto, lIR). Tal caso sucederia si la ecuacidon en diferencias fuese simplificable y,
al ser simplificada, quedara una ecuacién en diferencias de orden 0. De este modo, se trataria de un
sistema sin ramas de realimentacion y, con ello, seria estable y de memoria finita (y, por tanto, FIR). Este
caso (muy particular) lo veremos mucho mas claramente en mdédulos posteriores, al estudiar esta clase
de sistemas mediante la Transformada z.
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Si N = 0, el sistema S tiene memoria finita (y, por tanto, es FIR), puesto que, sin
ninguna rama de realimentacién, su memoria no puede ser infinita.

SiM = N = 0, el sistema S es instantaneo, puesto que la ecuacion (307) se reduce a
y[nl = (bo/ag)x[n].

e Elsistema S es invertible. Y, por el momento, no diremos més sobre esta cuestion®.

Para poder determinar si el sistema S es o no lineal (y, por tanto, si es o no LIT), es necesario
tener en cuenta que la solucidn explicita de la ecuacién (317) tiene dos partes diferentes:

y[n] = y,[n] + yuln] (318)

alli donde:

° Y [n] es la denominada solucién particular de la ecuacion en diferencias y no es mas
que la parte de la solucidn total que depende de x[n]. O sea, la solucién particular es
la parte de la solucidn que nos interesa conocer, pues de lo que se trata es de poder
obtener y[n] en funcién de x[n], para, de este modo, poder calcular la respuesta
impulsional del sistema S (que, como sabemos, es y[n] cuando x[n] = §[n]). A esta
parte de la solucidn también se la denomina respuesta forzada del sistema.

e yu[n] es la denominada solucién homogénea de la ecuacion en diferencias y no es
mas que la parte de la solucidn total que no depende de x[n]. A esta parte de la
solucion también se la denomina respuesta libre del sistema (o sea, la respuesta del
sistema en ausencia de sefial de entrada).

Asi pues, si yy[n] # 0, la salida del sistema seria diferente de 0 en ausencia de sefial de
entrada (o sea, cuando x[n] = 0). Y, como ya hemos ilustrado en el caso analégico con los
ejemplos de (309) y (310), esa es justamente la cuestion:

e Siyy[n] # 0, el sistema S es no lineal.

e Siyu[n] =0, el sistema S es lineal, puesto que, en ese caso, y[n] es enteramente
dependiente de x[n] (es decir, y[n] = y,[n]) y, garantizado esto, demostrar la
linealidad de S es bien facil, ya que en la ecuacidn (317) solo hay operaciones lineales:
retardos de x[n] e y[n], productos por constantes y sumas.

Entonces, para saber bajo qué condiciones se da que y,[n] = 0, forzamos que x[n] = 0 enla
ecuacion (315) e igualamos la expresion resultante a 0:

N

0} = Z ayln—k]=0 (319)
k=0

Por tanto, la solucidon a esta ecuacién (319), si existe, nos indica cudles son las condiciones

bajo las que el sistema S es lineal, pues son las condiciones que anulan la respuesta libre del

sistema (y,[n] = 0).

% De nuevo, obtener la relacién entrada-salida del sistema inverso al sistema S es muy sencillo usando la
Transformada z, herramienta que estudiaremos mdodulos posteriores.
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Para hallar estas condiciones, pensemos por un momento en el instante en que este sistema S
empieza a funcionar. Pongamos por caso que el sistema se pone en marcha en n = ng, de
modo que, el sistema empieza a calcular la sefial de salida en ese instante. En ausencia de
sefial de entrada (x[n] = 0), la ecuacion (319) paran = n, queda como sigue:

N

z axy[ng —k] =0 (320)

k=0

Vemos que hacer este célculo requiere determinar el valor de y[ny, — k] parak € {0,..., N} en
ausencia de sefial de entrada, de modo que los valores que adopten y[n] y sus versiones
retardadas en este instante inicial seran independientes de x[n].

Asi, si forzamos que y[ng— k| =0 para k € {0, ..., N}, estaremos garantizando que se
cumple la ecuacion (320). Debido a que el sistema es realimentado, los valores de y[n] y sus
versiones retardadas tras el instante inicial (n > ny) dependen de sus valores iniciales en n =
ny. De este modo, forzar que y[ny, — k] = 0 para k € {0, ..., N} garantiza que y,[n] = 0 para
todo valor de n. Asi, eliminar la posibilidad de que y[n] sea independiente de x[n] en el
instante inicial en que el sistema se pone en funcionamiento, implica eliminar la posibilidad
de que, en general, haya una parte de y[n]| que sea independiente de x[n].

Por tanto, es la puesta en condiciones iniciales del sistema lo que determina su respuesta libre;
esto es, lo que determina si hay o no solucién homogénea (parte de la salida independiente de
la entrada) asociada a la relacién entrada-salida del sistema; esto es, lo que determina si el
sistema es o no lineal. Y la puesta en condiciones iniciales que garantiza que el sistema S es
lineal consiste en forzar que las salidas de los bloques de retardo del sistema (ver la Figura
27) valgan 0 en el instante inicial en que el sistema se pone en funcionamiento.

Asi pues, todo lo expuesto hasta este punto se resume en el siguiente lema:

Todo sistema digital S regido por una relacion entrada-salida con forma de ecuacién
en diferencias lineal de coeficientes constantes de orden N:

N

M
Z apyln— k] = Z byx[n — k| (321)

k=0 k=0

es un sistema LIT si la puesta en condiciones iniciales del sistema es tal que:

y[no— k] =0, Vk € {0, ..., N} (322)

siendo y[n] = T¢{x[n]}; n, el instante inicial (o de puesta en marcha) de S; ay, by € C,
conag #0;yN,M €Z,conN,M = 0.

Habiendo garantizado que S es un sistema LIT, ahora ya si interesa conocer su respuesta
impulsional (pues, como sabemos, caracteriza totalmente el sistema por ser este LIT). Por
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tanto, ahora ya si interesa calcular su respuesta particular, es decir, calcular su salida
explicitamente en funcidén de su entrada, para poder obtener su respuesta impulsional.

Como en el caso analdgico, esto es algo que, en general, no haremos aqui, sino en mddulos
posteriores, puesto que, como ya hemos advertido varias veces a lo largo de este mddulo, este
es un calculo que se resuelve de forma sistemdtica y razonablemente sencilla mediante el uso
de la Transformada z.

Sin embargo, y a diferencia de lo que sucede con el caso analégico, no se requiere abandonar
el dominio del tiempo para poder obtener muy facilmente la respuesta impulsional de este
tipo de sistemas digitales en el caso en que sean sistemas FIR, es decir, en el caso en que no
presenten ramas de realimentacién.

Partiendo de (317), si N = 0 (o, si se prefiere, sia, = 0,Vk € {1, ..., N}):

M
yln] = Z %x[n — k] (323)

En esta situacion, es trivial ver que la respuesta impulsional de este sistema es la suma de
M + 1 deltas discretas ponderadas con los coeficientes constantes de la ecuacion en
diferencias:

M
hin] = Z

k=0

6[n—k]=Z—Z§[n]+s—;5[n—1]+---+Z—Z§[n—M] (324)

Ql@‘
o |
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4. Teorema de las autofunciones

En la ultima seccién de este mddulo, se estudia la que, junto con la convolucién, es la
caracteristica mds relevante asociada a los sistemas LIT, tanto por su aplicacién préctica
inmediata, como, sobre todo, por las importantisimas consecuencias que de ella se derivan. Se
trata del denominado «teorema de las autofunciones» de los sistemas LIT y, en general, puede
ser entendido como una propiedad que cumple todo sistema LIT.

Asi, en los apartados 4.1 y 4.2, se enuncia y demuestra este teorema para los sistemas LIT
analdgicos y digitales, respectivamente. Ademas, se resuelven ejercicios practicos que ilustran
sus aplicaciones practicas mas inmediatas. Finalmente, en el apartado 4.3, se discute el
significado algebraico del teorema y se da cuenta de cudles son sus consecuencias, que, ya
podemos adelantarlo, determinan los contenidos de todos los médulos posteriores a este.

4.1. Autofunciones de los sistemas LIT analdgicos

Sea S un sistema LIT analdgico cualquiera y sea h(t) su respuesta impulsional. Considérese que
la sefial de entrada de S es una sefial exponencial compleja de la forma siguiente:

x(t) = eSot (325)
alli donde s, es una constante compleja (sy € C).

Al calcular la sefial de salida de S como el resultado de la convolucidn entre x(t) y h(t), se
observa lo siguiente:

+ oo

Y() = x(t) * h(t) = h(t) * x(t) = f h(D)e$oEDdr =

400 400 (326)
J h(1)eSote=SoTdr = eSot f h(t)e™So%dt = H(sy)e5t
H(sq)

alli donde, independientemente de si h(t) es una sefial real o compleja, H(s,) es un valor
constante (no depende de t) y, en general, complejo (puesto que s, € C).

Asi pues, se observa que la salida de un sistema LIT analégico cualquiera ante cualquier seial
exponencial compleja de la forma expresada en (325) es igual a esa misma seial exponencial
compleja multiplicada por una constante; en concreto, por la constante denominada H(s,)
en (326). Se observa, ademas, que dicha constante depende tUnicamente de h(t) (la respuesta
impulsional del sistema) y del valor de s.

En este punto, enunciamos el teorema de las autofunciones de los sistemas LIT analdgicos:
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Las sefales exponencial compleja de la forma et (s, € C) son autofunciones de los
sistemas LIT analdgicos, puesto que son procesadas por esta clase de sistemas de modo
tal que en la salida siguen siendo ellas mismas multiplicadas por una constante:

[y(®) = Ts{x(t) = %'} = H(sp)e™] (327)

alli donde S es un sistema LIT analdgico, y donde la constante H(s,) es el autovalor
asociado a la autofuncién e®°¢, que se calcula como:

+00
H(sy) = f h(t)e Sotdt (328)

siendo h(t) la respuesta impulsional de S.

En primer lugar, conviene notar que la constante s, tiene parte real y parte imaginaria:

Re(sy) = 0y

Sm(so) = 0y (329)

So = 09 +j{y {

Por tanto, vemos que las autofunciones de los sistemas LIT analédgicos pueden ser vistas como
el resultado del producto de una sefal exponencial real y una sefial exponencial compleja:

eSot — e(ao+jﬂo)t — ecrotejﬂot (330)
alli donde gy y () son constantes reales (gg, 1y € R).

Y, en segundo lugar, puesto todo sistema LIT es, por definicidn, lineal e invariante en el tiempo,
ya podemos extraer la consecuencia mas inmediata, pero de enorme importancia, del teorema
de las autofunciones. Sea una combinacién lineal arbitraria de M exponenciales complejas:

M
x(t) = 2 ekt = ¢ es1(t+t) 4y o eSM(tH+Em) (331)
k=1

allidonde ¢y, s, € C,Vk € {1,...,M}; t, e R, Vk €{1,..,M};yM € Z,conM > 1.

La salida de cualquier sistema LIT analdgico S ante una entrada de la forma expresada en
(331) es otra combinacidn lineal de las mismas exponenciales complejas:

M
y(©) = Ts{x(©} = ) H(s)ce o (332)
k=1

alli donde H(sy,) se calcula a partir de h(t), la respuesta impulsional de S, del siguiente modo:

+00

H(sy) = j h(t)e sktdt

— 00

(333)
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Para finalizar, y a la luz de esta consecuencia que acabamos de comentar, a continuacién se
propone un ejercicio que ilustra la utilidad practica del teorema de las autofunciones:

Ejemplo 7

Sea S un sistema LIT analdgico y sea h(t) su respuesta impulsional:

h(t) = (%)tu(t) (334)
Se pide calcular la salida de S ante la siguiente sefial de entrada:
x(t) = cos?(10mt) (335)
Solucién

En lugar de calcular la convolucién entre x(t) y h(t), aplicamos el teorema de las autofunciones
para resolver el problema. Gracias a la formula de Euler, la sefial sinusoidal de entrada expresada
en (335) se puede expresar como una combinacion lineal de exponenciales complejas:

— _+lejzom +le—jzom (336)

ejlomt | ,-jiomt 2
) 2 4

x(t) = cos?(10mt) = < 5

Por tanto, aplicando (332), vemos que la salida de S es la siguiente:
1 i 1 j20TCt ; 1 —j20mt
y(t) = Te{x(£)} = H(O)E + H(]ZOn)Zef LIS H(—]ZOT[)ZE j2o0m (337)

alli donde las constantes H(0), H(j20m) y H(—j20m) se calculan segun (333):

+00

H(0)=_£ awerae = [ (3) dt=@[(§) L - V=g G

0

+0oo +oo . t . tpt™
) —j20m 1 e—]20n
H(20m) = | h()e2omtar = | (£ dt = =
(j20m) = (t)e t= 5 t= o jaom 5 =
L : in (1) :
(339)
1 N 1 _ In(2) +j20m
In(e-J20m) — ln(Z)( )= In(2) —j20m ~ In(2)2 + 40072
i 1 In(2) — j20
. ; n(2) —j20m .
H(—j2 = j2omt gy = = = H(j20m)* 340
(=j20m) f et = o T 20m ~ In(2)? + 400m2 — [1U20m)"  (340)

Se observa que el valor de H(—j20m) es el complejo conjugado del valor de H(j20m), ya que la
Unica diferencia entre ambos resultados es un cambio de signo en la parte imaginaria. Como sea,
usamos MATLAB para comprobar los resultados obtenidos y, ademas, calcular asi los valores
numeéricos aproximados de estas constantes:

>> syms t;
>> int ((1/2)"t,t,0,+Inf) % Calculamos H(0)

ans =

1/1log(2)
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>> 1/1log(2)
ans =

1.4427
>> int ((1/2) “t*exp (§*20*pi*t),t,0,+Inf)
ans =
-1/ (pi*20i - log(2))
>> abs (-1/(pi*20i - log(2)))
ans =

0.0159
>> angle (-1/(pi*20i - log(2)))
ans =

1.5598
>> int ((1/2)"t*exp (-j*20*pi*t),t,0,+Inf)
ans =
1/(log(2) + pi*20i)
>> abs(1/(log(2) + pi*20i))

ans =

Sefiales y sistemas | (Médulo 3)
Caracterizacion temporal de sistemas LIT

% Calculamos H(j20pi)

% Calculamos H(-j20pi)

0.0159
>> angle(1l/(log(2) + pi*20i))
ans =
-1.5598
Por tanto, vemos que:
H(0) = L 1.44 (341)
T In(2
In(2) + j20m .
H(2 =——— < =~ (.016e/15%° 342
(j20m) In(2)? T 40072 0.016e (342)
In(2) — j20m .
H(—j20m) = @)~ = 0.016e /156 (343)

In(2)? + 40072

Y asi, finalmente, la expresion definitiva de la sefial de salida de S la obtenemos sustituyendo

estos valores en (337):

y() = 1.44% + 0.016%e1'(2°’“+1'56) + 0.016%e—f<2°’”+1-56> =

(344)

0.72 + 0.008 cos(207t + 1.56) = 0.712 + 0.016 cos2(10nt + 0.78)
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4.2. Autofunciones de los sistemas LIT digitales

Sea S un sistema LIT digital cualquiera y sea h[n] su respuesta impulsional. Considérese que la
sefial de entrada de S es una sefial exponencial compleja de la forma siguiente:

x[n] = zy" (345)
alli donde z, es una constante compleja (z, € C).

La sefial de salida de S se obtiene como el resultado de la convolucién entre x[n] y h[n]:

y[n] = x[n] * h[n] = h[n] * x[n] = z h[m]zo(”_m) _

m=—oo
+00 +00 (346)
> hlmlzg"z = 20" Y hlmlag ™™ = H(zo)z"
m=—oo m=-—oo
H(zo)

alli donde, independientemente de si h[n] es una sefial real o compleja, H(z,) es un valor
constante (no depende de n) y, en general, complejo (puesto que z, € C).

Asi pues, se observa que la salida de un sistema LIT digital cualquiera ante cualquier senal
exponencial compleja de la forma expresada en (345) es igual a esa misma exponencial
compleja multiplicada por una constante; en concreto, por la constante denominada H(z;)
en (346), la cual depende Unicamente de h[n] (la respuesta impulsional del sistema) y de z,.

En este punto, enunciamos el teorema de las autofunciones de los sistemas LIT digitales:

Las sefiales exponencial compleja de la forma z," (z, € C) son autofunciones de los
sistemas LIT digitales, puesto que son procesadas por esta clase de sistemas de modo
tal que en la salida siguen siendo ellas mismas multiplicadas por una constante:

ly[n] = Ts{x[n] = 2"} = H(z0)z,"| (347)

alli donde S es un sistema LIT digital, y donde la constante H(z,) es el autovalor
asociado a la autofuncién z,™, que se calcula como:

+oo
H(zy) = Z h[n]zy™ (348)

n=—o

siendo h[n] la respuesta impulsional de S.

En primer lugar, conviene notar que la constante z, tiene médulo y fase:

1Zo| =19 (349)

Zy = ryel®o {
00 Arg(zy) = wo
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Por tanto, vemos que las autofunciones de los sistemas LIT digitales pueden ser vistas como el
resultado del producto de una sefial exponencial real y una sefial exponencial compleja:

. n .
70" = (roe )" = el (350)
allidonde ry y wy son constantes reales (1, wg € R).

Y, en segundo lugar, ya que todo sistema LIT es, por definicidn, lineal e invariante en el tiempo,
ya podemos extraer la consecuencia mas inmediata, pero de enorme importancia, del teorema
de las autofunciones. Sea una combinacion lineal arbitraria de M exponenciales complejas:

M
x[n] = Z 2 ) = ¢y 2, (M) 4t ¢y 7, (VM) (351)
k=1

allidonde ¢y, 2z, € C,Vk € {1,..,M};n, € Z,Vk € {1,..,M};yM € Z,con M > 1.

La salida de cualquier sistema LIT digital S ante una entrada de la forma expresada en (351)
es otra combinacidn lineal de las mismas exponenciales complejas:

M
yln] = To{x[nl} = > H(z ez ™+ (352)
k=1

alli donde H(z,) se calcula a partir de h[n], la respuesta impulsional de S, del siguiente modo:

400
H(z) = Z h[n]z, ™ (353)

n=-—oo

Para finalizar, a continuacién se propone otro ejercicio que ilustra la utilidad practica del
teorema de las autofunciones. En lugar de plantear una «version digital» del Ejemplo 7
resuelto del apartado anterior, aqui vamos a ver cdmo aplicar el teorema de las autofunciones
a la hora de determinar las propiedades de sistemas «caja negra»:

Ejemplo 8

Sea el sistema digital S, cuya relaciéon entrada-salida es desconocida. Se pide caracterizar este
sistema, sabiendo que:

yiln] = Ts{x;[n] =1} =1 (354)
y2[n] = Ts{xy[n] = (D"} =0 (355)
1
ys[n] =T {x3 [n] = cos® (gn)} = 2 (356)
yaln] = Ts{xy[n] = u[n]} = %5[71] +ufn-1] (357)

Solucién

En primer lugar, la informacién de la que disponemos nos permite afirmar que, muy
probablemente, S es un sistema LIT (es decir, que posee las propiedades de linealidad e
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invariancia temporal), puesto que las ecuaciones (354)-(357) encajan con el comportamiento
propio de cualquier sistema LIT y, ademas, no entran en contradiccion entre si. Veamoslo:

De entrada, (354) y (355) son consistentes con el teorema de las autofunciones (TA), puesto que
las respectivas salidas de S ante dos exponenciales complejas distintas se corresponden con
dichas exponenciales complejas multiplicadas por sendas constantes:

x[n]=1=e/"

yilnl = Tsfay [n]} = 1 = ejon} 7 Nl =HOe™ = HO) =1 (358)
1 = g1t = =

x,[n] = (=™ = cos(nn) = e/™

y2[n] = Ts{x,[n]} = 0 = 0e/™ } = y;[n] = Hme™ = H(m) =0  (359)

Esto, por si solo, no prueba en absoluto que S sea un sistema LIT, pero si encaja con el
comportamiento de un sistema LIT. De modo que, si se detectase un comportamiento
inconsistente con el TA, entonces si podriamos afirmar con certeza que no lo es.

Asi, por (358) y (359) sabemos que, si S es un sistema LIT y h[n] es su respuesta impulsional,

entonces:
+ oo +0o0
HO0)=1= Z h[n]e=/o" = Z h[n] =1 (360)
H(m) =0 = z hlnje—i™ = Z hn](=1)" = 0 (361)

Si analizamos ahora (356), vemos que, aplicando de nuevo el TA, la salida de S concuerda con la
hipotesis establecida en (360) y (361):

x3[n] = cos? (En) = 1+ 1cos(rm) = Eejon + Eej””
27272 2 2 = {H(O) =1 36

1 1 . 1 . H =0
yaln] = Tyfxnl) = 5 = 156/ + 0 /™ ™

Por tanto, la informacion aportada por las ecuaciones (354)-(356) es consistente con el TA vy,
debido a esto, permite apoyar la hipdtesis de que S es un sistema LIT. Si en (362) hubiéramos
concluido que o bien H(0) # 1, o bien H() # 0, si podriamos afirmar con certeza que no lo es.

Por ultimo, nos fijamos en (357) y vemos que no hace mas que reafirmar con contundencia la
hipdtesis de que S es un sistema LIT, puesto que la informacidn que se extrae de ella es muy rica
y resulta ser totalmente consistente con todo lo anterior. Sucede que (357) nos indica la salida de
S ante un escaldn unitario (y,[n]). Si se asume la hipdtesis de que S es un sistema LIT, de y,[n]
podemos deducir la respuesta impulsional de S (h[n]):

1 1
h[n]=y4[n]—y4[n—1]=§5[n]+u[n—1]—§5[n—1]—u[n—2]=
(363)
L sl +=6[n—1]
> [n]+2 n

Y, ahora, manteniendo la hipdtesis de que S es un sistema LIT, podemos comprobar si un sistema
LIT con esta respuesta impulsional presenta o no las sefales de salida indicadas en (354)-(356).
Para hacerlo, podriamos calcular la convolucidn entre la respuesta impulsional obtenida en (363)
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y las senales de entrada de (354)-(356) y ver si los resultados cuadran con las sefiales de salida de
(354)-(356), Sin embargo, podemos ahorrarnos esas tres convoluciones aplicando el TA y
comprobando si esta h[n] es consistente con (360) y (361). Lo hacemos y vemos que si es el caso:

i hin] = io (%S[n] +%5[n— 1]) -
e nz_:o . (364)
%nzwa[n] +%nzw5[n ~1]= %%: 1
+Zm ARl (-1 = Zm STl + 3 Zm 8ln —1](~1)" =
%nzma[n] —%n;oa[n 1] =%—% =0

Si el resultado de (364) no coincidiese con el de (360), o si el de (365) no coincidiese con el de
(361), podriamos afirmar con certeza que S no es un sistema LIT. Sin embargo, si coinciden.

Asi pues, toda la informacidn conocida del sistema S, es decir, la informacién aportada por las
ecuaciones (354)-(357) es consistente con la hipdtesis de que S sea un sistema LIT. Aun asi, y a
pesar de tratarse de una informacidn muy rica, no podemos afirmar con certeza que S es un
sistema LIT, puesto que, como ya sabemos, eso siempre es imposible en el caso de un sistema
«caja negra». En todo caso, si podemos afirmar que el sistema LIT cuya respuesta impulsional es
h[n] = (1/2)8[n] + (1/2)6[n — 1] es un firme candidato a ser el sistema S.

Respecto del resto de propiedades de S, podemos decir lo siguiente:

e Las ecuaciones (354)-(357) son consistentes con que S sea causal, pues ninguna de las
cuatro sefiales de salida conocidas del sistema tiene un instante inicial anterior al
instante inicial de su correspondiente seial de entrada.

e las ecuaciones (354)-(357) son consistentes con que S sea estable, pues las cuatro
sefiales de salida conocidas del sistema estan acotadas en amplitud.

e Las ecuaciones (354)-(357) son consistentes con que S tenga, al menos, memoria finita,
pues, comparando la pareja x; [n]-y; [n] con la pareja x,[n]-y,[n], vemos que, si S fuese
un sistema instantaneo, puesto que y;[n] = 1, entonces deberia ser el caso que
v.[n] = u[n], pero eso no es asi.

e Las ecuaciones (354)-(357) son consistentes con que S sea invertible, pues, ante cuatro
sefiales de entrada distintas entre si, el sistema presenta cuatro sefiales de salida
distintas entre si.

Dicho todo lo cual, bajo la hipétesis de que S es un sistema LIT cuya respuesta impulsional
es h[n] = (1/2)8[n] + (1/2)6[n — 1], si podriamos afirmar con seguridad que S es un
sistema causal, estable, con una memoria finita de una muestra, e invertible.
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4.3. Acerca del concepto de «transformada de una seial»

Si recuperamos las conclusiones de la analogia algebraica del apartado 2.4 de este mismo
madulo, segun las cuales un sistema LIT no es mds que una matriz que transforma linealmente
unas sefiales (vectores) en otras, podremos interpretar mucho mejor el significado del
teorema de las autofunciones de los sistemas LIT.

Para ello, no hay mas que recordar en qué consiste la diagonalizacion de una matriz. Una
matriz diagonalizable es aquella matriz que puede ser descompuesta como el producto de tres
matrices: su matriz de autovectores (o vectores propios) por su matriz de autovalores (o
valores propios) por su matriz de autovectores transpuesta:

T (366)

Wl
<l

_7.

=

alli donde:

e M es una matriz diagonalizable de n filas y m columnas (o sea, de n X m).

eV esunamatriz ortonormal de n X n, cuyas columnas son los autovectores de M.

e D es una matriz diagonal de n X n, tal que las componentes de su diagonal son los
autovalores de M.

e VT es una matriz ortonormal de n X n, cuyas filas son los autovectores de M.

Asi, siendo 7; la fila i-ésima de V7 (o sea, el i-ésimo autovector de M) y d; el elemento (i, i) de
D (o sea, el autovalor asociado a 7;), se cumple que:

7; - M = d;7; (367)

alli donde 7; es un vector de R™ (7; = [vj; Vi3 ... Vi ]) y donde d; es un escalar. Es decir, que el

producto de cualquier autovector de M por M da como resultado ese mismo autovector
multiplicado por su autovalor asociado.

Como vemos, esto es exactamente lo mismo que el teorema de las autofunciones nos dice que
sucede con los sistemas LIT y las sefiales exponencial compleja: todo sistema LIT es una matriz
diagonalizable tal que las sefales exponencial compleja son sus autovectores y la constante
por la cual el sistema multiplica a cada exponencial compleja en su salida es el autovalor
asociado a dicha exponencial compleja. La gracia del teorema de las autofunciones esta en
que demuestra que, por el mero hecho de ser lineal e invariante en el tiempo, cualquier
sistema LIT presenta siempre este comportamiento ante cualquier sefial exponencial compleja,
independientemente de cual sea el sistema LIT concreto y especifico que se quiera considerar.

Entonces, de entre todas las consecuencias y aplicaciones de la diagonalizacién de matrices, la
que sin duda es mas relevante y tiene mayor interés desde el punto de vista de la teoria de

sefiales y sistemas es la siguiente: debido a que VT y VV son matrices ortonormales de n X n,
los autovectores de M son una base generadora del espacio R" (es decir, las filas de V7, o las
columnas de V, como se prefiera, forman base ortonormal de R"). Lo que esto implica es que

todo vector de R" puede expresarse como una combinacién lineal de los autovectores de M.
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Es decir, denominando Y a la base generadora de R™ constituida por los autovectores de M
(Y = {9y, 7y, ..., Uy }) y siendo @ un vector cualquiera de R™ (@ = [a; a, ...a,]), se cumple que:

n
a= z alv; = al v, + ay v, + -+ ali, (368)
i=1
alli donde los coeficientes a) son las componentes de @ en la base Y (ay = [af a} ...a}]),
siendo cada uno de ellos el resultado del producto escalar entre a y v;:

n
a‘lY = (a’ 171> = z a]ﬁl] = alvil + azviz + cee + anvin (369)
j=1

Entre otras cosas, trabajar en base Y hace que calcular el producto Ey = dy - M sea una
trivialidad y mucho mas sencillo que calcular el producto b = @ - M, puesto que, directamente:

by =ay-M = [afd; a¥d, .. ald,] (370)
alli donde, recordemos, d; es el i-ésimo autovalor de M.

Por lo tanto, de este mismo modo, y ahora ya desde la perspectiva de la teoria de sefiales y
sistemas, también es muy interesante expresar cualquier sefial como el resultado de una
combinacién lineal de exponenciales complejas. De hecho, esta es la consecuencia del
teorema de las autofunciones que ya hemos visto en los apartados 4.1 y 4.2, y con la que
hemos jugado en el Ejemplo 7 y el Ejemplo 8, donde el calculo de la sefial de salida de un
sistema LIT ante una sefal de entrada resultante de una combinacion lineal de exponenciales
complejas no ha requerido mas que multiplicar cada una de las exponenciales complejas
presentes en la combinacién por una constante: ecuaciones (331)-(333) para el caso analdgico,
y ecuaciones (351)-(353) para el caso digital.

Asi pues, es debido a todo esto que, a partir de este punto, abandonaremos la caracterizacién
de las sefiales y los sistemas en el dominio del tiempo y pasaremos a trabajar en «dominios
transformados». Y, éen qué consiste trabajar en un «dominio transformado»? Pues, simple y
llanamente, en hacer un cambio de base y dejar de trabajar con @ y b para pasar a trabajar
con ay y by.

Como ya vimos en el primer mddulo, caracterizar las seiales en el dominio del tiempo es
trabajar con la base generadora constituida por las sefiales delta (que, ademas, es la base
candnica, pues cada una de las sefales delta, como sabemos, representa un Unico instante de
tiempo). O sea, es engendrar cualquier sefial como una combinacidn lineal de sefiales delta:

x(t) = j x(1)6(t — 1)dt (371)
x[n] = Z x[m]8[n — m] (372)

Es decir, trabajar en el dominio del tiempo, es trabajar con x(t) y x[n]: es trabajar con @y b.
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A partir de ahora, vamos a abandonar la base generadora de las sefales delta y vamos a
trabajar con bases generadoras constituidas por sefiales exponencial compleja. Es decir,
literalmente, vamos a hacer un cambio de base como el que hemos hecho en (368)-(369) para
dejar de trabajar con @ y pasar a trabajar con @y, puesto que, como ya hemos visto en (370),
trabajar en base Y nos facilita mucho las cosas.

Y, éen qué consiste este cambio de base? Pues exactamente en lo mismo en que consiste en
(368)-(369): en calcular el producto escalar de x(t) y x[n] por cada una de las sefiales
exponencial compleja que conforman la base, obteniendo, asi, las componentes de x(t) y
x[n] en la nueva base de exponenciales complejas. Y es que, si nos fijamos, esto en realidad es
lo que ya hemos hecho en las ecuaciones (333) y (353): calcular la constante por la que un
sistema LIT S multiplica a una cierta exponencial compleja en su salida no es mas que calcular
el producto escalar de su respuesta impulsional por dicha exponencial compleja.

Que el signo negativo que aparece en los exponentes de las exponenciales complejas de (333)
y (353) no nos confunda: el producto escalar entre vectores complejos se define a partir del
complejo conjugado (es decir, de un cambio de signo en la fase) del segundo vector del
producto. Ese es el significado algebraico de ese signo negativo. Por tanto:

e En(333), H(sy) es el resultado del producto escalar entre h(t) y ek,
e En(353), H(z) es el resultado del producto escalar entre h[n] y z,™.

Asi pues, lo que se calcula en las ecuaciones (333) y (353) son productos escalares y, de hecho,
es justamente eso lo que vamos a hacer a partir de ahora siempre que calculemos «la
transformada de una sefial»:

La transformada de una senal (ya sea analdgica o digital) es la sefial resultante de
representar la sefal original mediante una nueva base generadora de sefiales.

Asi, mientras que una sefial representada en el dominio del tiempo no es mas que los
coeficientes mediante los que esa sefial es engendrada como el resultado de una
combinacidn lineal de sefales delta, la transformada de una seiial esta compuesta por
los coeficientes mediante los que esa misma seiial es engendrada como el resultado
de una combinacion lineal de otro tipo de sefales (en nuestro caso, sefiales
exponencial compleja).

Por tanto, una senal y su sefal transformada son, en realidad, la misma seiial, puesto
que ambas contienen exactamente la misma informacidn, solo que representada de
distinto modo (representada mediante una base distinta en cada caso).

Es en esto en lo que consiste implementar el cambio de base que supone abandonar el
dominio del tiempo para pasar a un dominio transformado, es decir, en lo que consiste
abandonar la representacién temporal de una sefial para pasar a trabajar con su
transformada.
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Por lo tanto, vamos a tomar las ecuaciones (333) y (353) y vamos a hacer dos cosas:

En lugar de limitar su aplicacion a la respuesta impulsional de un sistema LIT, vamos a
aplicarselas a cualquier sefial (x(t) o x[n]).

En lugar de calcularlas solo para una Unica exponencial compleja, vamos a calcularlas
para toda la familia de las sefiales exponencial compleja; es decir, en lugar de
calcularlas solo para una constante compleja (s, 0 z;), vamos a calcularlas para toda la
variable compleja (s o z).

Si aplicamos esto en (333) y (353), obtenemos las siguientes expresiones:

X(s) = f x(t)e stdt (373)
+00
X(2) = Z x[n]z™ (374)

alli donde:

Las variables s y z son variables complejas: s,z € C.

X(s) y X(2) son sefiales complejas de variable compleja: X(s;), X(z;) € C,Vs;, z; € C.
La sefial X(s) es denominada «la transformada de Laplace de x(t)».

El valor numérico X(s;) es el resultado del producto escalar entre x(t) y eSit. Por
tanto, al expresar x(t) como una combinacidn lineal de exponenciales complejas de la
forma esit, X(s;) es el coeficiente que multiplica a eSi¢ en dicha combinacién lineal.

La sefial X(z) es denominada «la transformada z de x[n]».

El valor numérico X(z;) es el resultado del producto escalar entre x[n] y z". Por
tanto, al expresar x[n] como una combinacién lineal de exponenciales complejas de la
forma z;", X(z;) es el coeficiente que multiplica a z;" en dicha combinacién lineal.

Y, basicamente, esta es la via de entrada a la teoria que se desarrolla en los mddulos

posteriores, y es de este modo como hay que interpretar el concepto de «transformada de una

sefial» en todos ellos: tanto si se trata de estas dos transformadas que hemos presentado aqui,

como si se trata de otras transformadas que se derivan de estas y que también estudiaremos,

(a saber: las Transformadas de Fourier, de gran importancia en la teoria de sefiales y sistemas).

Asi las cosas, y debido a las particularidades que presentan estas transformadas, a partir de

este punto vamos a dejar de caracterizar conjuntamente las sefiales analdgicas y las digitales:

En primer lugar, vamos a centrarnos en las transformadas de las sefiales analdgicas:
empezaremos estudiando la Transformada de Laplace, para luego pasar a la
Transformada de Fourier (lo que nos llevara a trabajar en el dominio de la frecuencia).
Tras esto, estudiaremos las transformadas de las sefales digitales: la Transformada z,
la Transformada de Fourier de Sefales Digitales, y la Transformada Discreta de Fourier
(estas dos ultimas ya nos permitiran trabajar en el dominio de la frecuencia discreta).
Y, finalmente, estudiaremos en detalle los procesos de conversidn analdgica-digital y
digital-analdgica, asi como el procesamiento digital de sefiales analdgicas.
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Resumen

En este mddulo, hemos completado la caracterizacion temporal de los sistemas LIT y, en
general, la caracterizacién temporal de las seiales.

En primer lugar, hemos visto que todo sistema LIT procesa su sefal de entrada aplicandole el
calculo de la operacidon convolucidon con su respuesta impulsional. Asi, y tras estudiar las
propiedades de la convolucién, hemos aprendido a calcular esta operacién por tramos,
atendiendo siempre a la longitud de las sefiales implicadas: si son finitas, infinitas orientadas
hacia un lado, o infinitas orientadas a ambos lados.

Pero, mucho mas importante que eso, hemos visto también que todo sistema LIT puede ser
completamente caracterizado mediante una Unica sefial: su respuesta impulsional. Por ello, en
segundo lugar, hemos estudiado en qué consiste dicha caracterizacidon, viendo cémo
determinar las propiedades de un sistema LIT a partir de su respuesta impulsional y también
como caracterizar las asociaciones en serie, en paralelo y en lazo de realimentacién de
sistemas LIT. Finalmente, hemos finalizado esta segunda seccién del mdédulo ampliando la
analogia algebraica iniciada en el primer médulo y estableciendo que un sistema LIT no es mas
que una matriz.

En tercer lugar, hemos estudiado también las relaciones entrada-salida de una clase de
sistemas LIT de gran importancia en la practica. En concreto, los sistemas LIT analdgicos
regidos por ecuaciones diferencias lineales de coeficientes constantes y los sistemas LIT
digitales regidos por ecuaciones en diferencias lineales de coeficientes constantes. Hemos
visto cdmo la puesta en condiciones iniciales de estos sistemas determina su linealidad y, en
ultima instancia, hemos dejado para mddulos posteriores el estudio del procedimiento de
calculo de la respuesta impulsional de estos sistemas.

Y, finalmente, hemos estudiado el teorema de las autofunciones, que es una propiedad de
gran importancia que cumple todo sistema LIT y que puede resumirse en lo siguiente: las
sefiales exponencial compleja son autofunciones de los sistemas LIT. De entrada, este teorema
puede ser utilizado para resolver mas facilmente calculos que, de otro modo, se complicarian
mucho al tener que calcular convoluciones que no tienen por qué ser triviales (especialmente,
como hemos visto en el Ejemplo 7 y el Ejemplo 8, las que implican manejar sefales infinitas
orientadas a ambos lados, como lo son, por ser periddicas, las sefales sinusoidales). Pero,
interpretado mas en profundidad, hemos visto también que el teorema de las autofunciones
es lo que abre la puerta al paso decisivo de abandonar la caracterizacién temporal de las
sefiales y los sistemas para pasar a caracterizarlos en otros dominios distintos al temporal. En
general, esto ha desembocado en el concepto de transformada de una seiial, que no es otra
cosa que la implementacién de un cambio de base consistente en dejar de representar las
sefiales como combinaciones lineales de deltas y pasar a representarlas como combinaciones
lineales de exponenciales complejas.
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Ejercicios de autoevaluacion

1. Sea un sistema LIT analdgico S cuya salida ante un escaldn unitario es y,, (t) = A sin(wgt).
¢Cual es la respuesta impulsional de S?
(a) h(t) = Asin(wyt).
(b) h(t) = Acos(wyt).
(c) h(t) = Awgy cos(wyt).
(d) Lainformacion disponible no es suficiente para determinar h(t).

2. Seaun sistema LIT digital S cuya salida ante un escaldn unitario es y, [n] = cos(mn). éCudl
es la respuesta impulsional de S?
(a) h[n] = 0.
(b) h[n] = —msin(mn).
(c) h[n]=2(-1)™.
(d) La informacién disponible no es suficiente para determinar h[n].

3. ¢Cual es la duracidn y cudles son los instantes inicial y final de la sefial resultante de la

., 3. (t-3\ 1. (t+7
convolucién y(t) = ZH (T) * 51’[ (T)?
(a) y(t) es una sefial finita de 10 segundos de duracién, que se inicia en t = —7 y que
finalizaent = 3.
(b) y(t) es una sefial finita de 9 segundos de duracion, que se inicia en t = —4 y que
finalizaent = 5.

(c) y(t) esuna sefial finita de 5 segundos de duracion, que se inicia en t = 3y que finaliza

ent = 8.
(d) y(t) es una sefial finita de 4 segundos de duracion, que se inicia en t = 3y que finaliza
ent=17.

4. (Cudl es la duracidn y cudles son los instantes inicial y final de la sefial resultante de la

1\ 3m

convolucién y[n] = ((E) u[—-n— 3]) * (cos (?) u[-n+ 2])?

(a) y[n] es una sefial infinita orientada a la izquierda, que se inicia en n —» — y que
finalizaenn = —1.

(b) y[n] es una sefial infinita orientada a la izquierda, que se inicia en n —» — y que
finalizaenn = 1.

(c) y[n] es una sefial infinita orientada a ambos lados, que se inicia en n - — y que
finalizaenn = +oo.

(d) y[n] es una sefial finita de 5 muestras de duracién, que se inicia en n - —3 y que
finalizaenn = 2.

o 3. (t-1\ 2 1 (t+1) 1
5. ¢Cua|ese|resultadode45(t—2)*ZH(T)*¥6(t—1)*51'1(7)*56(t+3)?

(a) 5(b).
o (2
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t
(© A(5):
(d) u(e).
. 1\" 1
6. ¢Cual es el resultado de 2™ ((6[71 — 3] * (E) uln] * Eu[n + 3]) — u[n])?
(a) 56[n].
(b) %u[n].
(c) 26[n].
(d) 2u[n].
7. ¢Cuéles el resultado de la convolucidon (X H2_(—1)™6(t — m)) * Ch2_ 6(t — m))?
(a) 0.
(b) S[n].
() Th2 o8t —m).
(d) T2 w(=1)™8(t —m).
8. ¢Cuél es el resultado de la convolucién 1 * al™, siendo |a| < 1?
(a) 0.
(b) ﬁ (au[—n — 1] + u[n]).
(c) ﬁ (u[—-n — 1] + au[n]).
(d) a™.
9. Sea un sistema LIT cuya respuesta impulsional es h(t) = cos(1007t) (u(t) —u(t— 1)).
¢Cual de las siguientes afirmaciones es correcta?
(a) Se trata de un sistema LIT causal, estable y de memoria finita.
(b) Se trata de un sistema LIT causal, inestable y de memoria infinita.
(c) Se trata de un sistema LIT no causal, inestable y de memoria finita.
(d) Se trata de un sistema LIT no causal, estable y de memoria infinita.
10. Sea un sistema LIT cuya respuesta impulsional es h[n] = (=1)"u[—n] + 6[n — 1]. ¢Cual
de las siguientes afirmaciones es correcta?
(a) Se trata de un sistema LIT causal, estable y de memoria finita.
(b) Se trata de un sistema LIT causal, inestable y de memoria infinita.
(c) Se trata de un sistema LIT no causal, inestable y de memoria finita.
(d) Se trata de un sistema LIT no causal, estable y de memoria infinita.
11. Sea un sistema LIT cuya respuesta impulsional es h[n] = %S[n] + %S[n — 1]. éCuél de las

siguientes afirmaciones es correcta?

26[n] — 26[n —1].
26[n] — 2u[n —1].
2 cos(mn) uln].

(a) La respuesta impulsional de su sistema LIT inverso es h[n]

(b) La respuesta impulsional de su sistema LIT inverso es h[n]
(c) Larespuesta impulsional de su sistema LIT inverso es h[n] =
(d) Se trata de un sistema LIT no invertible.
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12.

13.

Sea un sistema S del que se sabe Unicamente que es LIT y del que se conocen la salidas
y1(t) = Te{x,(t) = 1} = 0 e y,(t) = Ts{x,(t) = sin(107t)} = 2 sin(107t). (Cudl es la
salida de S ante la sefial de entrada x5(t) = cos?(5mt)?

(a) y3(t) = Ts{x3(0)} = 0.

(b) y3(t) = Ts{x3(t)} = 2 cos®(5mt).

(c) y3(t) = Te{x5(t)} = 2 cos(10mt).

(d) y3(t) = Ts{x3(t)} = cos(10mt).

Sea un sistema LIT digital S cuya respuesta impulsional es h[n] = (%)nu[n]. éCudl es la
salida de S ante la sefial de entrada x[n] = 1 + (—1)"?
(@) y[n] = Ts{x[n]} = 0.
(b) ylnl = Ts{x[nl} = + (- ) .
(c) ylnl = Tslxln]} = 2 (1 +3 (1))
1

2
=2
(d) yln] = Tlx[n]} = (;) uln] + (= 2) " ulnl.

2
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Soluciones a los ejercicios de autoevaluacion

1. Larespuesta correcta es la (c).
2. Larespuesta correcta es la (c).
3. Llarespuesta correcta es la (b).
4. Larespuesta correcta es la (a).
5. Larespuesta correcta es la (c).
6. Larespuesta correcta es la (b).
7. Llarespuesta correcta es la (a).
8. Llarespuesta correcta es la (b).
9. Llarespuesta correcta es la (a).
10. La respuesta correcta es la (c).
11. La respuesta correcta es la (c).
12. La respuesta correcta es la (d).

13. La respuesta correcta es la (c).
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